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A SIMPLE ALGORITHM FOR CALCULATING THE SCATTERRING ANGLE IN ATOMIC
COLLISIONS. A geometric approach to calculate the classical atomic scattering angle is pre-
sented. The trajectory of the particle is divided into several straight-lines and changing in direc-
tion from one sector to the other is used to calculate the scattering angle. In this model, calcu-
lation of the scattering angle does not invelve either the direct evaluation of integrals nor clas-

sical turning points.
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INTRODUCAO

O célculo do angulo de espalhamento atémico cldssico (X)
€ um importante passo na dindmica das colisdes atomicas. A
dependéncia deste dngulo em relagéo ao pardmetro de impac-
to b, isto €, a fung@io X(b), fornece informagdes sobre se¢des
de choque e pode ser calculada de duas maneiras: a) Resol-
vendo-se um conjunto de equagdes diferenciais de primeira
ordem, ou em uma forma simplificada; b) Resolvendo-se a
seguinte integral’

X=n-2b [ ! dr M

Rz(l_zﬁ_v_uz)_]”
R E

onde R é o ponto de retorno cldssico, E € a energia de colisdo
¢ V(R) é o potencial de interagdo. O célculo do angulo de es-
palhamento usando-se a eq. (1) consequentemente envolve dois
passos, ou seja, o cdlculo numérico do ponto de retorno € em
seguida a solugdo da integral imzprépria (1) usando, por exem-
plo, o método de Gauss-Mehler”.

Neste artigo apresentaremos uma aproximagdo geométrica
para a obtengdo do dngulo de espalhamento X. Tal aproximagfo
consiste em dividir o espago de colisdo em vérios sub-espacos

onde cada sub-espago é caracterizado por dois &ngulos. Uma
relacdo de recorréncia de um ponto entre esses angulos, mais
as condig¢des inicial e final, fornecerio de uma maneira direta
o célculo do dngulo de espalhamento.

Esse modelo geométrico pode também ser visto como com-
posto de virias trajetérias lineares ligadas na discontinuidade.
Nessa discontinuidade tal partfcula mudard sua dire¢io para
conservar o momento linear. Essa mudanga de diregio pode
ser acumulada para fornecer, no final da trajetéria, o dngulo de
espalhamento X.

0 MODELO GEOMETRICO

O modelo geométrico € ilustrado, numa forma didética , na
figura 1. Para cada setor i (i=1...n) definimos um angulo de
incidéncia e um 4ngulo de refragdo denominados respectiva-
mente por o; e P;. Da figura 1, que ilustra trés setores (1, n-1,
and n), pode-se facilmente escrever

A +Yi+ Tt ... Yol + Yn + Vel + oo +0=n 2)

onde y € definido como na figura 1. Por exemplo, para o setor
1 (linha AC) e o setor n-1 (linha BC), pode-se definir v,. E
facilmente verificado da figura 1 que,

X+o,=0 3

Figura 1. As consideragcoes geometricas para a construgdo do dngulo de espalhamento, eq. (11).
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e do tridngulo CDE pode-se escrever,
Butfu=m 4

Também de consideragSes geométricas (usando o tridngulo
ABC e a linha CB), podemos escrever,

Yi= Ol - B,‘ (=1, ... , n-1) )

Para inicializarmos o célculo é apenas necessdrio especifi-
car o angulo de incidéncia. Ele pode ser obtido pelas condi-
¢oes iniciais e é dado por,

o = sin ' (IR max) (6)

onde R, € a coordenada méxima de espalhamento. Pela con-
servagdo do momento na discontinuidade podemos obter o valor
de B,

. 1
E-VRmax -G-1) h)z sin 0 -

sinﬁ,':(
E-V Roax -ih)

onde h é o tamanho do setor. E facilmente obtido da figura 1
o pr6ximo valor do dngulo de incidéncia

Romax -G -Dh

sinog = sin B; ®)
e ( Rma i) )

Usando a eq. (6) podemos gerar o, e aplicando (7) e (8)
pode-se propagar a trajetéria. Usando novamente a simetria da
trajetdria essa iteragdo deve terminar no dngulo de refragdo (ou
incidéncia) igual a /2. Essa condi¢do substitue portanto, numa
maneira indireta, a necessidade do cdlculo do ponto de retorno.

Reescrevendo (2) como

1
o+ 23“ Yt+Y+0=m &)

i=]

e usando (3) para i = 1, obtém-se

nl
X=28-20:-2Y 7 (10)
=1

Substituindo (5) em (6) e rearranjando os resultados, obte-
mos finalmente

X=2% B - an

i=l

da qual pode-se calcular o angulo de espalhamento. Uma ver-
sdo simplificada da eq. (11), ou seja, uma anélise para apenas
um setor, pode ser encontrada na literatura',

UM TESTE PARA O MODELO GEOMETRICO
Para um potencial repulsivo do tipo
V(R) = dIR? (12)

onde 4 € uma constante positiva, o dngulo de espalhamento é
dado analiticamente por

X =n(l - /(1 + d*bIE)? (13)

A tabela 1 compara o dngulo de espalhamento analitico, eq.
(13), com os resultados obtidos pelo modelo geométrico (eq.
11). Para este célculo usamos E=leV e b=1A. O parimetro d
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Tabela 1. O angulo do espalhamento X calculado usando o
modelo geométrico, eq. (11). O resultado exato obtido pela
integragdo de (1) é 52.72°.

No.of Sector %™ cpu time (seconds)
100 48.65 0.02
1000 50.65 0.13
10000 52.29 1.23
20000 52.58 4.06
50000 52.67 4.90

foi escolhido ser 1eVAZ Como pode ser visto, obtivemos uma
convergéncia satisfatéria com uma concordéncia excelente en-
tre os resultados exatos e o modelo geométrico.

Na figura 2 mostramos o erro relativo para o potencial re-
pulsivo (eq. 12). Como era esperado, para um pequeno nimero
de setores, o erro no modelo geométrico € grande. Entretanto,
com um nimero significativo de setores, geralmente maior do
que 10%, resultados satisfatérios sdo obtidos com erros relati-
vos que sdo aproximadamente 0.5%. As oscilagbes na figura 2
sdo devido ao fato de que o erro relativo € proporcional a
diferenga entre o’s e B’s. Em outras palavras, deverfamos es-
perar oscilagSes desde que estes 4ngulos dependem das fun-
¢Oes trigonométricas inversas.
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Figura 2. O erro relativo para a obtengdo do angulo de espalhamento
para o potencial dado em (12).

O modelo geométrico foi também usado para calcular o
angulo de espalhamento para a colisdo entre dois dtomos de
hidrogénio em seus respectivos estados eletrénicos fundamen-
tais. A energia de colis@o foi 2.0eV e o potencial de interagéo
dado por

V(R) =Dq(l - e*®RY _ D, (14)

com os parimetros, D=4.747¢V, a,=1.9945A e R.=0.7414A.
Para testar o 4ngulo de espalhamento calculado pelo modelo
geométrico foi também resolvida a eq. (1) usando o método de
Gauss-Mehler onde o ponto de retorno foi calculado usando o
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procedimento de Newton-Raphson. Estes resultados, os quais
foram convergidos com oito algarismos significativos, serdo
considerados como numericamente exatos. Para o potencial
acima o angulo que nos fornece o minimo da curva X(b), isto
é, o angulo de "rainbow>*", obtido pelo modelo geométrico &
igual a -118.32° (b=1.97A) para 60000 setores. O erro relativo
considerando os resultados Gauss-Mehler como exatos € de
0.3%(X=-118.64").

Também ndo foi encontrado nenhum problema para célcu-
los de ressonincia usando o modelo geométrico. Por exemplo,
para o potencial de Morse, eq. (14), com uma energia de coli-
sdo de 0.1eV e b=4.2A obtivemos X=-526.74°. Esse resultado
representa um erro relativo de 0.6% comparado com os resul-
tados exatos.

CONCLUSAQO

O modelo geométrico para o espalhamento atdmico apre-
sentado neste trabalho € um método simples e portanto ade-
quado para o entendimento e ensino dos principais pontos do
espalhamento atdmico cléssico.

Do ponto de vista computacional ndo hd nenhuma necessi-
dade de se aprender uma técnica numérica adequada para o
célculo de integrais impréprias tais como na equagio (1), nem
de um método numérico para o célculo de raizes de uma equa-
cdo. Estas duas técnicas numéricas estfio implicitas na férmula
de recorréncia entre os o’s e B’s.

Este modelo geométrico, apesar de ndo ser competitivo com
o método de Gauss-Mehler em termos de velocidade e processa-
mento, tem 0 mérito de ser simples e facil de ser implementado.
O programa principal para o cdlculo do dngulo de espalhamen-
to usando o método geométrico requer somente cinco coman-
dos, como ilustrado na figura 3. Para o método de Gauss-Mehler
0 mesmo programa teria, em média, 100 comandos.
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Figura 3. Diagrama mostrando o algoritmo para o cdlculo do dngulo
de espalhamento, eq. (11), usando 0 modelo geométrico. E, b, h, Rpy;y
definem respectivamente a energia de colisdo, o pardmetro de impac-
to, o tamanho do setor e a coordenada mdxima de espalhamento.
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