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FOUR ALTERNATIVES TO SOLVE SCHRODINGER EQUATION. Quantum chemistry describes the hydrogen atom as one of
the few systems that permits an exact solution of the Schrédinger equation. Students tend to consider that little can be learned
from the hydrogen atom and forget that it can be used as a standard to test numerical procedures used to calculate properties of
multielectronic systems. In this paper, four different numerical procedures are described in order to solve the Schrédinger equation
for the hydrogen atom. The basic motivation is to identify new insights and methods that can be obtained from the gpplication of

powerful numerical techniques in a well-known system.
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INTRODUCAO

Nos quatro primeiros exemplares da revista Quimica Nova nos
deparamos com uma série de artigos introdutérios sobre mecanica
quéantica*: o primeiro abordando principalmente aspectos relacio-
nados com os primoérdios da mecani ca quanticat, o segundo demons-
trando rigorosamente o tratamento para o atomo de hidrogénio sem
incluir efeitos relativisticos através da equacdo de Schrodinger?, o
terceiro com aplicagdes damecanica quantica para sistemas simples®
e finalmente, o quarto que proporciona uma apresentacdo da teoria
de perturbagéo*.

Com excegdo do Ultimo tema, aabordagem paraa unosiniciantes
de quimicatransmite aimpressdo de que estes s30 oslimitesconfiaves
damecanicaquéntica, umavez quetodos os problemas tratados apre-
sentam solugdes analiticas. O fato de apresentarem solugdes analiti-
cas também tende a sugerir erroneamente que o assunto foi esgotado
dentro do nivel de teoriaapresentado e que, portanto, ndo deve haver
mais nada que possa ser feito para extrair maiores informacfes a
partir do modelo proposto.

Curiosamente, o Prof.Peixoto, autor destes quatro artigos, apre-
senta no segundo artigo a seguinte citagdo:

Chega mais perto e contempla as palavras.
Cada uma tem mil faces secretas sob a face neutra
E te pergunta, sem interesse pela resposta,
Pobre ou terrivel, que lhe deres:
Trouxeste a chave?
“Procura da Poesia”
Carlos Drummond de Andrade

A sutileza desta citag@o associada com a apresentagdo de de-
monstragBes com solugdes analiticas deveriam deixar no leitor a
impressdo de que, embora estejamos observando um caminho rigo-
roso para representar e compreender o sistema em estudo, deve ser

# Enderego permanente: Instituto de Quimica, Universidade de Brasilia,
Campus Darcy Ribeiro - Asa Norte, CP 04478, 79910-900 Brasilia— DF.

possivel encontrar novos aspectos através de caminhos alternativos.
Este caminho alternativo é o dos métodos numeéricos e € prati camen-
te desconhecido do aluno de quimica, apesar do seu poder de
aplicabilidade em problemas de el evada complexidade e sem o qual
ndo teriamos acesso a importantes aspectos tedricos, tais como o
modelo orbital, propriedades de liquidos, etc.

Para demonstrar o poder que métodos numéricos podem intro-
duzir em nosso conhecimento, procuramos neste artigo resolver a
equacdo de Schrédinger para o d&omo de hidrogénio de quatro ma-
neiras diferentes. A primeiradelas corresponde aumarépidarevisio
dasolucéo analiticae asoutras trés serdo solugdes aproximadas atra-
vés de métodos numéricos, 0s quais nos levardo a perceber que,
emboraa solugdo da equacdo de Schrodinger seja muito bem conhe-
cida para o &omo de hidrogénio, estaremos explorando novos as-
pectos sobre este e outros sistemas mais complexos, tais como, a
possibilidade de uso de transformadas integrais para representar
orbitais atbmicos ou 0 uso de niUmeros aleatdrios para a resolver a
equacdo de Schrédinger (o método de Monte Carlo Quéntico).

A Solugdo Analitica

Como mencionado acima, uma revisdo da solugdo rigorosa da
equacdo de Schrddinger para o &omo de hidrogénio pode ser encon-
trado na referéncia?. Neste capitulo faremos uma rapida revisdo de
aguns dos aspectos mais importantes desta demonstraggo.

Em mecanica quantica a primeira coisa a ser preparada para
modelarmos um sistema é a equacdo de Schrédinger. Levando-se
em consideragdo que estamos interessados em uma descricdo de um
sistema em um estado estaciondrio, escrevemos a equagdo de
Schrodinger independente do tempo:

HY = EVY, 1

sendo A o operador hamiltoniano, ¥ a funco de onda que descre-
vetodo o sistema e E aenergia de um dos estados desse sistema, que
freqUientemente corresponde aquela do estado fundamental, ou sgja,
a0 de menor energia
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O operador hamiltoniano, por sua vez, € descrito como a soma
dos operadores de energia cinética (') e potencial (7 ):

H=T+V. @)

Resolver a equacdo de Schrédinger corresponde a um trabaho
sistematico de determinacdo da funcdo de onda W e da energia do
sistema E. Conhecendo-se a fung¢éo de onda pode-se determinar di-
versas propriedades do sistema. O controle inicial sobre a equacéo
de Schrodinger esta na constru¢do do operador hamiltoniano e na
determinacdo das condig¢des de contorno que caracterizam o sistema
deinteresse. Destaforma, nosso primeiro passo consiste na constru-
¢do dos operadores de energia potencia e cinética e, consequen-
temente, do operador hamiltoniano (eq.2).

O &omo de hidrogénio corresponde aum sistemade dois corpos
com cargas opostas, um préton e um elétron. Estas duas cargas des-
locam-se no espago e estdo sujeitas a agdo de um potencial atrativo
coulombiano expresso em coordenadas cartesianas por:

: 2. @
4me, \/(xl. XY+, -Y) +(z, - 2)

Vix,y.z,X,Y,Z) =

sendo g, eq, ascargas do préton e do elétron, respectivamente, e a
distancia entre as mesmas sendo representada por

Ja, =X+, =Y +(z. - 7)*,
em que podemos identificar as coordenadas do elétron (x,y,.z) e as
do préton (X, Y, Z). O operador de energia potencial®, corresponde a
prépria definico cléssica desse potencial, V =V
O operador de energiacinéticaparaeste sistemaé definido como:

- wile* o & (o o’ o’ A
T=- ot — |- bt — | (4
2m\ ox; oy, 0Oz, ) 2M\oX® oY oZ°

ou utilizando o laplaciano (v?2) para uma notagdo mais compacta:
Vio—V? (5)

sendo o primeiro termo a direita daigualdade o operador de energia
cinética do elétron com massa m e o segundo termo o de energia
cinética do préton com massa M. Naeg.4 ou 5 aconstante 7 = h/2x,
ou sgja, equivale a constante de Planck dividida por 2r.

Definindo-se os operadores de energia cinética (eg.5) e potenci-
a (eg.3), podemos estabelecer a equacdo de Schrédinger como:

2 2
fh—vf _7 VE4V(x,,v.,2,X,Y,Z) |¥(x,,v.,2,,X,Y.Z) =
2m M 7

(6)

=EY(x,,y,.2,X,Y,Z)

eresolver a equacdo diferencial resultante para o &omo de hidrogé-
nio. O tratamento matemético ndo étrivial e usualmente procuramos
transformar o problema de duas particulas (comumente chamado de
problema de dois corpos) em dois problemas de uma particula (ou
problema de um corpo). A manipulagdo da eq.6 pode nos levar a
duas equactes diferenciais que descreverdo o movimento eletronico
a0 redor do ntcleo e o movimento de translagdo do &omo como um
todo?. Umavez que estamos interessados parti cularmente no proble-
madadistribuicdo el etroni ca, vamosfocali zar nossaatencdo naequa
¢ao diferencial que controla este evento.

Neste caso, 0 préton € colocado permanentemente no centro do
sistema de coordenadas, (X=0,Y=0,Z=0), como se possuisse uma
massa infinita, e o elétron se deslocasse ao redor do mesmo, repre-
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sentado por coordenadas cartesianas em relacdo ao préton iguais a
(x,y,2), como se possuisse uma massa reduzida () igual a
 M-m

M+m
A equagdo de Schrodinger para este sistema € escrita simples-
mente como:

@)

n

o, s
(—2—V' +V(x,y,z)j‘~}’(x,y,z):E‘V(x,y,z), (8)
o =H
sendo o laplaciano € uma fungéo apenas das coordenadas do elétron
com massa |1 e a funcdo potencia reduz-se a
1 q,49.

_ ) 9
dney \Jx"+y° +2° ®)

De maneira mais explicita, a eq.8 sera escrita como:

2/ A2 ~2 ~2
[— Z—“[;? + ;7 + :7j + 4735‘, \/x:ji”v%]q‘(x,); z) = E¥(x,,z) (10)

Emboratenhamos umaequacdo diferencial maissmplesdo quea
da eg.6, para resolvé-la necessitamos ainda de alguma manipulacdo
matemética. Uma das primeiras técnicas empregadas para resolver a
€(.10 consiste na transformagdo das coordenadas cartesianas (X,y,2)
em coordenadas esféricas polares (r,0,0). A relacio existente entre es-
tes dois sistemas de coordenadas pode ser verificado na Figural e
pelas expressies apresentadas na Tabela 1. Neste novo sistema de co-
ordenadas, o operador de energia potencial converte-se em:

&

Figura 1. Um ponto no espago representado em termos de coordenadas
cartesianas (x,y,z) e em coordenadas esféricas polares (r,0,0).

Tabela 1. RelagBes entre coordenadas cartesianas e coordenadas
polares esféricas.

Esféricas Polares
para Cartesianas

Cartesianas para
Polares Esféricas

r=qyxt 4z’
Jxiay?
0 =arctg) ———

x =rsenBcosd

y =rsenBsend ~

o= arctg(zj
X

z=rcos0
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9,49,
”

1
V(r,0,0)= e

. 1)

Enquanto que o operador de energia cinética pode ser represen-
tado como:

) 2 ~ ~ 3 ~2
P o 41(,.ziJ+ | 1[%“@6_} L) a2
2ul\r=or\" or) r-senf 00 00) r-sen” 0 0p°

O que leva a equacdo de Schrodinger a ser escrita como:

2 2
e in )‘zijﬁ— - ! i(sene ij+%8—2 Y(r,0,0)+
2ulr* or or) r’sen® 00 00 ) risen”0 0d (13)

+V(r,0,0)¥(,0,0)=EY¥(.0,0)-

A aparéncia mais complicada da eg.13, em relacdo a eq.10, é
compensada pela possibilidade de realizarmos uma separacdo de
varidveis, se admitirmos que a funcdo de onda ¥(r,0,¢) pode ser
fatorada como:

¥(r,0,0) = R(rOO)D(§). (14)

Caso afungéo de onda possa ser escrita como o produto de trés
fungdes que dependam exclusivamente de uma Unica varidvel, como
na eg.14, a eq.13 podera ser separada em trés equacles diferenciais
ordindrias?, que sdo:

1L o= (15)
@ di

! d[senod@j+ b——"_lo=0 (16)
sen 0 dO do sen” 0

d( ,dRY) 2w’ b h’
— | — |t —|E- V() R-——R=0, 17
dr( dr) h- [ ()]R 7o 21 ("

sendo b e m constantes arbitrérias a serem determinadas.

Por inspegao, verificamos que umapossivel solugéo paraaeq.15
seria a de umafungdo matemética que derivada duas vezes em rela-
¢do a varidvel ¢ produzisse a propria funcdo multiplicada por uma
constante. Algumas funges mateméticas que apresentam esta pro-
priedade poderiam ser sugeridas e podemos considerar que umafor-
ma conveniente de representar a fungdo de onda @ €&

1 .
O(p) = —e™".
(9) N (18)

A funcdo apresentada na eg.18 € complexa e levando-se em con-
taque afungdo de onda deve ser finita, univocae continua, podemos
verificar que esta representard 0 comportamento de uma fungéo de
onda aceitavel ou bem comportada se m=0, +1, +2,...

A eg.16, por outro lado, apresenta uma grande semelhanga com
equacles diferenciais bem conhecidas naliteratura, denominadas de
equacles associadas de Legendre’. Para que a semelhanca entre a
€g.16 e as equagtes de Legendre seja compl eta devemos admitir que
b=1(I+ 1),sendo|=0, 1, 2, ..., |m|. Destaforma, por analogia com
as equacOes de Legendre podemos dizer que as fungdes de onda
dependentes de 6 apresentam a seguinte forma:

(I—m)!' (2L +1)
(I+m) 2

®1,m[ (COS e) = F)[m] (COS 9)1 (19)
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sendo A" (cos6) fungdes conhecidas como polindmios associados
de Legendre’. Asrestri¢Bes para que as fungdes © existam estdo vin-
culadas aos nimeros inteiros | e m, ou sgja, sO existiréo funcbes ©
que apresentem valores de | e m que satisfagam as seguintes restri-
¢Oes:

1=0,1,2,... (20)
m= 0,21, £2,. 4 .

O produto das fungdes de onda ® e @ corresponde a uma nova fun-
¢80 que surge frequentemente em diferentes problemas fisicos e é
denominada de harmonicos esféricos, Y, (6,4) =©,,, (0)D,, (6)..
Finalmente, paraaeq.17, que depende exclusivamente davariavel r,
a solucdo é conhecida e corresponde a equagdes diferenciais, que na
literatura so conhecidas como equacfes associadas de Laguerre’.
As solugdes das equagdes de Laguerre possuem funcdes caracteris-
ticas que sdo representadas matematicamente por:

.
R, (p)=p'e 2L (p). (1)
Nesta expressdo,
27r
= ’ (22)

na,

sendo Z o nimero atdmico, a, = h” /(ue’) , N SA0 NUMeros inteiros
iguaisal, 2, .., e L' (p) fungBes polinomiais conhecidas como
polindmios associados de Laguerre’. Da mesma forma que ocorreu
com afuncdo 0, as Unicas funcles radiais R aceitéveis sdo aquelas
cujos valores de | ndo sdo superiores a (n-1).

Desta forma, os estados €l etrdnicos possiveis para o € étron em
um atomo de hidrogénio serdo descritos por fungdes de onda obtidas
através do produto das egs.18, 19 e 21, que resultam em:

L:[Jn,/.m, (r’ e’ (I)) = Nn,/m, (E.;V)[ e’i."/ 2L;ltljll—l (gr)l)/"”p\ (COS e)e”"rd‘, (23)

sendo N, ,um termo incluindo todas as constantes apresentadas nas
€gs.18, 19e2le& = 2Z/ng,

Estes estados €l etroni cos sdo caracterizados por energiasorbitais
gue sdo determinadas através da comparagdo da eq.17 com as equa-
¢Oes associadas de Laguerre. Sua forma gera corresponde a

4
ue
E=—— "
(47150)2hzn2

em que verificamos que a diferenciagcdo da energia dos diferentes
estados eletronicos do &omo de hidrogénio ocorre apenas em ter-
mos de n?. Considerando-se que para um determinado valor de n,
podemos ter diferentes valores de | até um maximo de (n-1) e para
cadavalor del, valoresde m variando de 0, 1, +2, ..., I, percebe-
mos que diversos estados deste atomo sdo degenerados. As proprie-
dades desses estados €l etr6ni cos sdo frequentemente discutidas qua-
litativamente em diferentes cursos de graduagéo e a demonstracdo
da solugéo da equacdo de Schrodinger para o atomo de hidrogénio é
considerada muitas vezes apenas como uma forma de justificar o
surgimento e uso de regras de classificagdo de orbitais atdbmicos e
uma maneira de caracterizar as propriedades da distribuicgo eletro-
nica em cada um destes estados €l etroni cos.

Entretanto, uma vez que conhegamos a solugéo analitica de um
problema, podemos posteriormente utiliza-la como uma referéncia
para testar métodos alternativos de célculo para sistemas mais com-
plicados. Trés aternativas serdo abordadas a seguir e demonstraréo
gue em algumas circunstancias poderemos obter novas informagdes,
que eventualmente poderdo ser utilizadas em diferentes sistemas.

(24)
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O Método de Noumerov

A idéiafundamental por tras de uma solugdo numérica parauma
equacdo diferencial é produzir uma tabela de valores das variaveis
envolvidas no problema e condigdes iniciais que caracterizem restri-
¢es ao sistema, também denominadas de condi¢des de contorno
(como por exemplo, sugerir que uma funcdo tenda a zero quando
suavariavel tender ao infinito: ®(r — ) = 0) e, através de alguma
técnica iterativa, encontrar o valor da funcéo para toda a tabela de
valores das varidvels.

A equacdo diferencia para o &omo de hidrogénio pode ser re-
solvida numericamente e a solu¢do para cada um dos estados do
atomo de hidrogénio pode ser obtida de umaformaaproximada, mas
com uma precisdo t&o grande quanto necessaria.

Paraqueisto sgjafeito, aproveitamos a sugestdo de separacdo de
varidveis e desmembramos a equagdo de Schrodinger em suas trés
equacles diferenciais dadas pelas egs.15, 16 e 17. Observando-se
estas trés expressoes, verificamos que as egs.15 e 16 ndo dependem
dafuncdo potencial e poderiam ser encontradas em problemas com-
pletamente diferentes dagquele que estamos interessados. Para ilus-
trar a solugdo numérica que caracterize particularmente o atomo de
hidrogénio, ou sgja, que dependa do potencia, vamos nos concen-
trar apenas na solugdo numérica da equagdo diferencial que depende
davariavel radid r (eq.17).

Uma forma consideravel mente mais simples para a eg.17 pode
ser obtida se substituirmos a fungéo R, que corresponde a fungéo
que desejamos determinar, por uma outra funcéo P, que esta relaci-
onada com R pela seguinte expressio:

P.(N=rR(r). (25)
O uso daeg.25 reduz aeq.17 &
d’ Pm
ar =R, (26)
sendo:
o) =— et V() - “’”)}
L ; r 27)

A expressdo radia para 0 &omo de hidrogénio (eg.17) tornou-
se, com esta transformagdo, em uma equacdo diferencial ordinaria
de segunda ordem (eq.26). Resolvendo-se esta equacdo diferencial,
determinaremos afuncéo P_(r) e a partir daeq.25 determinaremos a
funcdo R (r). Paraque a solugdo numerica da eq.26 sejaencontrada,
precisamos inicialmente de uma expressdo simplificada para a deri-
vada segunda de uma fungdo. A representacdo desta aproximagéo
define 0 método numérico em s e também o seu desempenho em
termos de estabilidade numérica e de convergéncia. Ha uma vasta
literatura bésica tratando os casos mais utilizados®*°.

Para criarmos uma expressao aproximada para a derivada segun-
da, podemos utilizar a expansdo em série de Taylor de uma funco.
Considerando-se uma fungéo arbitréria P(r), a série de Taylor nos
permite estimar o valor desta fungdo em um ponto r+h ou r-h, onde
h define um intervalo pequeno na vizinhanga de um ponto r a partir
das equagles:

dP(r), 1 d*P(r)

P(r+h)y=P(r)+ g LAP@) o 1 d P(,
dr

2' ar* 3 4!

+..(28)

dP(i)l

1 d*P(r) e 1d° P(;)P 1 d*P(r
4

Plr=hy=P(r)= ar’ 3 dr 4 dr )h'—.4.(29)
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Se efetuarmos a soma das egs.28 e 29 eliminamos as derivadas
primeira, terceira, quinta, etc. e preservamos as derivadas segunda,
quarta, sexta, etc, obtendo umaexpressdo que podera ser escritacomo:

d? P(;)h2 1 d*P(r) o (30)

dr® 12 at

P(r+h)=2P(ry+ P(r—h)=

Umamaneirade determinar aderivada segundaaproximadamente
seria desprezar todas as derivadas presentes na eq.30 diferentes da
derivada segunda. Assim, poderiamos considerar a seguinte aproxi-
magao:

dP(r)

dr?

[P( +h)=2P(r)+ P(r=m], (31)
gue nos diz que a derivada segunda de P(r) pode ser estimada com o
conhecimento do valor desta fun¢do em dois pontos distintos e vizi-
nhosar.

Se observarmos a eg.30, verificaremos que ao isolarmos a deri-
vada segunda (eq.31) a derivada quarta sera multiplicada por um
termo h? e as outras derivadas superiores nesta expressdo seréio mul-
tiplicadas por valores de h elevados a poténcias maiores. Desta for-
ma, se o vaor de h for muito pequeno (préximo de zero), h? serdum
ndmero muito menor e consequentemente os outros valores de h
elevados a poténcias maiores produzirdo nimeros ainda maisinsig-
nificantes. Baseados nesta informag&o, podemos dizer que o maior
erro que deveremos encontrar na aproximagao utilizada para produ-
zir aeq.31 sera proporciona a h?

Expansdes em série de Taylor como aguelas apresentadas nas
€0s.28 e 29, podem ser obtidas para intervalos 2h em vez de h. A
combinagdo das expansies em série de poténciaapartir de somasou
subtracBes podem produzir representagdes aproximadas para a deri-
vada segunda com erros da ordem de h*. Como exemplo desta possi-
bilidade, a equacao abaixo foi obtida empregando-se esta técnica:

d*P(r) _
dr’ 12h*

- P(r+2h)+ 16P(r + h) = 34P(r) + 16P(r — h) - P(r—2h)] (32)

A eg.32 corresponde a uma representagdo mais precisa para a
derivadasegunda. A determinagéo do valor daderivada segundaatra-
vés desta expressao depende do conhecimento dafuncdo P em cinco
pontos diferentes {r+2h,r+h,r,r-h,r-2h}.

Emboraimaginemos que aescolhapelaeq.32 emrelagdo aeq.31
segja Obvia para uma determinagdo mais precisa de P, devemos levar
em consideragdo aspectos que dependem do processo de utilizagdo
destas aproximagfes. Um dos inconvenientes da eq.32 esta na sua
instabilidade numérica, que sera elucidada abaixo, ou sgja, no meca-
nismo de obtencdo das fungdes P.

A busca por expressdes que possuissem 0S menores erros possi-
Veis e que se mantivessem estavels durante umasimul ago numérica
levou, entre outros, a0 desenvolvimento do método de Noumerov™-%.
Apenas parailustrar a popularidade deste método, Douglas Hartree,
um dos pioneiros no célculo de propriedades de atomos multi-
€eletrénicos, optou por este método durante o processo de solugdo
das equacles diferenciais que levam seu nome'*. Este método é apli-
cavel apenas as equagdes diferenciais de segunda ordem do tipo da
€g.26. Assim como definimos uma fungéo P(r) arbitréria relaciona
daafuncdo radial R(r), Noumerov definiu umanovafungédo Q(r) da
seguinte forma:

2d°P()

O(r) = P(r) - o

?, (33

que também pode ser expandida em série de Taylor como nas egs.28
e 29, resultando em:
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250, 3 5D 6 (4
=y L0 S LI L EPO o AP0 L PO)
‘

12 12 a4 180 dr’ 480 ar'

que originard, de maneira analoga a eq.30, a seguinte expressao:

2 o)
d P(’)h:

L d°P(r) ¢
dr 240 dr

O(r+h)=20(r)+0@(-h)= +.., (35)
onde vemos que o termo em quarta ordem desapareceu, sendo 0 erro
local agora proporcional a h®. Desprezando-se as derivadas de or-
dem superior a 2 teremos como aproximagao para a derivada segun-
da a expressdo:

d*P(r) 1

dr’ h?

[O(r +h) =20(r) + O(r = h)]. (36)

Como podemos ver, a obtencdo da derivada segunda pode ser
redlizadaapartir das eqgs.31, 32, 36 e de uma série de outras expres-
sBes que podem ser desenvolvidas com a preocupagdo de minimizar
0 erro na determinagéo da derivada segunda e também de fornecer
solugdes estaveis.

Tendo conhecimento das possiveis maneiras de representarmos
a derivada segunda, podemos verificar como deveremos proceder
paraobter asfungdesradiaisapartir daaproximagdo escolhida. Qual-
quer uma das expressdes acima (egs.31, 32 ou 36) podera ser substi-
tuida na eg.26 e posteriormente definimos uma sistemética para de-
terminarmos valores de Q ou P em func¢&o da coordenadar. Consi-
derando a importancia do método de Noumerov e sua maior com-
plexidade em rel agdo as outras duas aproxi macoes apresentadas, nos
concentraremos neste processo, 0 que permitird ao leitor ter conhe-
cimento suficiente para a solugdo das outras aternativas.

Inicialmente rearranjamos a eq.36 da seguinte maneira:

d*P(r)
dr?

A derivada segunda de P sera entdo substituida pela igualdade
apresentada na eq.26 produzindo:

O(r+h) = W +20() - O(r - h). 37

O(r+h) = g(r)P(r)h> +20(r)— O(r — I). (38)

Por definicdo a funcdo Q(r) deve ser escrita de acordo com a
€0.33. Entretanto, a eq.33 pode ser obtidacomo funcéo de P se subs-
tituirmos a eg.26 na eq.33, 0 que nos possibilita escrever Q como:

mn—mﬂ@—ggf) (39)

Esta defini¢do de Q possibilita substituir a funcéo P na eq.38
produzindo a seguinte expressdo:

g(rh’
_g(nn’
12

O(r+h)y=|2+ O(r)—0(r—h) (40)

1

A eq.40 corresponde a expressdo fundamental para a obtencdo
das solugdes da equagdo diferencial (eg.26). O procedimento de ob-
tengdo da funcéo Q, P e R segue 0s seguintes passos.
1. Definimos um conjunto arbitrario de valores de r igualmen-
te espagados pela distancia h;

2. Definimos um valor arbitrério, mas que acreditemos esteja
proximo do valor correto, para a energia do orbital E_ que
desgjamos descrever através da funcdo R(r);
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3. Calculamos os valores de g(r) através da eq.27 e tabelamos
osvaores;

4. Construimos trés outras colunas nesta tabela, uma para aco-
modar os valores de Q, outra para os vaores de P e outra
para os valores de R. Os valores de P serdo obtidos a partir
dos valores de Q pela eg.39 e os de R serdo obtidos através
de P pela eq.26;

5. Paradeterminarmos os valores de Q, partimos de dois val o-
resiniciais de Q(r) e Q(r-h) e empregando-se a eq.40, en-
contramos o valor para o ponto Q(r+h). Umavez determina-
do o valor de Q(r+h) podemos utilizar a eq.40 substituindo-
se agora o valor de Q(r+h) no lugar de Q(r) e o de Q(r) no
lugar de Q(r-h), determinando o valor de Q(r+2h). Este pro-
cesso € entdo repetido para a determinacdo dos valores de
Q(r+3h), Q(r+4h), etc. e assim sucessivamente, sempre se
utilizando os dois valores de Q anteriores para determinagéo
do valor de Q na coordenada de interesse;

6. Ao completarmos nossa tabela de valores das fungdes radi-
ais devemos analisar a sua validade através das condi¢des
gue normal mente esperamos parafungdes de ondabem com-
portadas: regularidade em todo intervalo, continuidade para
afuncéo e sua primeira derivada, etc. O nimero de nés das
funcdes obtidas permite verificar e ordenar os estados de
acordo com suas energias (autovalores). A fungdo de onda
correta deve ter um comportamento convergente nos limites
dacoordenadar. Caso afungdo que obtivemos apresente um
comportamento divergente, isto indica que ndo obtivemos
um auto-estado do sistema que estamos estudando e devere-
mos reiniciar todo o processo escolhendo-se novos valores
para os parametros iniciais, ou sgja, Q(r), Q(r-h) eE .

Este procedimento esconde em sua simplicidade uma série de
dificuldades para suaimplementacdo prética que, devemos ressaltar,
pode ser realizada utilizando-se o mais simples dos computadores
ou mesmo uma calculadora.

A primeira e mais complexa pergunta que podemos nos fazer
sobre esta simulagdo é como encontrar 0s dois primeiros pontos,
Q(r) eQ(r-h), paragerarmostodos osvaoresde Q, P e Rparaasérie
de pontos r previamente escolhidos? Esta pergunta ndo possui res-
posta simples e muitas vezes devemos optar pela experimentaco,
0u sgja, arepeticdo exaustivado algoritmo acima com diversos valo-
resiniciais até que obtenhamos as fungdes desejadas. Este € o maior
preco a ser pago pela simplicidade e velocidade do método (Hartree
conseguiu excel entesresultados™ parafungdes de onda atémicas com,
em média, apenas 20 iteragdes do método de Noumerov).

Qutro problemaéalocalizagdo dosautoval ores, ou seja, das ener-
gias dos orhitais, E_, que pode ser contornado se possuirmos algum
conhecimento prévio sobre 0 sistema que estamos estudando, por
exemplo, dados experimentais sobre energias de ionizag&o.

Finalmente temos o sério problema de propagagdo de erros. As
egs. 30, 32 e 35 mostram que o erro depende do estado estudado.
Por exemplo, para a eq.35, temos que o erro total sera proporcional
aintegracdo do erro local em todo o intervalo, sendo dado por:

6
Erro local: o 2 P(r)/s-
240 dr®

1 d&’°P
Erro integrado: oc 2. Max|— ﬂ he,
240 ;

dr

Este comportamento implica no aumento de erro para o calculo
de estados excitados de alta ordem®. Entretanto, considerando-se a
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simplicidade do mecanismo numérico de solugdo da equacdo de
Schradinger, uma série de técnicas podem ser encontradas nalitera-
tura que possibilitem a sua solug&o minimizando uma parte signifi-
cativa de erros provenientes das aproximagoes utilizadas como, por
exemplo, a corregdo de Cooley 1.

O Método da Combinacdo Linear das Funcdes de Base

Considerando-se as dificuldades de se resolver numericamente a
equacdo de Schrddinger para sistemas moleculares e ainda, levando-
se em consideracdo a possibilidade de uma solugéo aproximada
empregando-se o método de Hartree-Fock!* para sistemas
multieletrénicos, C.C.J.Roothaan, em 1951, estabeleceu uma asso-
ciagdo formal do método de Hartree-Fock com um outro modelo
matemético denominado de combinagdo linear dos orbitais atdmi-
cos (LCAO/Linear Combination of Atomic Orbitals)®.

Como vimos anteriormente, asol ucdo daequagéo de Schrédinger
consiste na determinagdo da funco de onda e da energia do estado
do sistema que estamos estudando. Para um sistema como o aomo
de hidrogénio, estaremos procurando a representacdo dos orbitais
atémicos e as suas respectivas energias. O método LCAO, que deve
ser denominado de forma mais correta de método de combinagdo
linear de funcdes de base, consiste em substituir parte dainformagao
matematica que desconhecemos, por outras que possamos ter algum
controle e que nos permita um método de determinacao das proprie-
dades que estamos interessados. No caso do &omo de hidrogénio, o
método LCAO consiste em substituir os orbitais hidrogendides, ¢,,
por uma combinagdo linear de fungdes de base mateméticas % Ma
tematicamente, estamos considerando que:

k
LTED NI IR (41)
=1

sendo Cm coeficientes da expansdo do m-ésimo orbital hidrogendide,
que correspondem a uma medida de quanto cada umadas funcfes de
base % colaboram na constitui¢do desse orbital.

A eg.41 nos mostraguetrocamos umafungao desconhecida, ', .,
por trés outras informagdes também desconhecidas. Em primeiro
lugar, a egq.41 ndo nos impde qualquer restricdo sobre qual deve ser
0 tipo de funcdo de base X, aser utilizada; em segundo, ndo € defini-
do o nimero k de functes que devera ser empregado para caracteri-
zar corretamente um orbital hidrogendide e em terceiro, nenhuma
informagdo é oferecida com relacdo a como serdo determinados os
coeficientes de combinagéo linear ¢ .

Embora tenhamos inicialmente a impressdo de que o problema
dadeterminacao dasfungdes orbitaisficou maiscomplicado, emgeral,
informagBes complementares nos auxiliam na definicéo de respos-
tas que podem proporcionar um nivel consideravel de precisdo na
determinag8o da solucdo da equagdo de Schrodinger.

Inicialmente, o controle sobre quais sd0 as fungbes de base que
eventualmente podem ser utilizadas para representar um orbital
hidrogendide, pode ser definido pelo primeiro postulado da mecéani-
ca quéantica. Neste postulado sdo apresentadas condi¢des para que
uma func&o de onda possa ser considerada como aceitavel's. Desta
forma, poderemos escolher qualquer expressdo matemética como
funcdo de base, desde que ao construirmos afunco orbital, afuncéo
de onda sgja uma funcéo bem comportada.

O numero destas fungdes de base que devem ser combinadas
para produzir uma representacdo exata da funcéo orbital deve tender
ainfinito. Na prética nunca utilizamos um conjunto infinito de fun-
¢Bes e no caso do método LCAOQ, a precisdo dos resultados estara
ligada fundamentalmente ao nimero de fun¢des que empregaremos
em nossos célculos.

Quim. Nova

Finalmente, os valores dos coeficientes de combinag&o linear
poderdo ser determinados a partir do principio variacional %, Atra-
vés deste critério, os valores dos coeficientes de combinagdo linear
ou de outros parametros que eventualmente possam ser incorpora-
dos nas fungdes de base, podem ser gjustados de tal forma que a
energia eletrdnica do sistema seja minima. Segundo o método
variacional, a melhor fungéo de onda tentativa nunca apresentara
uma energia menor do que a funcéo de onda exata. Desta forma, se
calcularmos a energia de um estado m qualquer com uma fungéo de
onda tentativa ‘¥, independente da maneira como construimos esta
funcdo bem comportada, a menor energia que poderemos obter serd
na melhor das hip6teses o resultado exato.

A defini¢8o do tipo de funcdo de base, do nimero de fungdes a
serem utilizadas e a determinaggo dos coeficientes de combinacdo
linear constituem a esséncia do método LCAO. Enquanto os dois
primeiros fatores dependem de uma escolha arbitréria, a determina-
¢&o dos coeficientes de combinagdo linear apresenta uma sistemati-
camuito bem conhecida e que sera explorada com maiores deta hes
a seguir.

Para determinarmos os valores dos coeficientes de combinacéo
linear, devemos antes de mais nada encontrar umaforma para deter-
minar a energia do sistema. Considerando-se que temos uma fungdo
de onda tentativa, é muito pouco provavel que esta fungdo de onda
segja auto-fungdo do operador hamiltoniano (satisfazendo a eqg.1) e,
desta forma, a Uinica maneira de determinarmos a energiado sistema
€ através do teorema do valor médio (3° postulado da mecanica
quantica) definido pela expressdo:

v Ay,
R

m

’ (42)

sendo 7 arepresentagdo das coordenadas generalizadas.

Substituindo-se a eg.41 na eq.42 e rearranjando, encontramos:
k k

D Xele, [uiHy dr
J

Em = ik k (43)
226 c/..fx,.xjdr
i
gue pode ser escrita em uma notagdo mais compacta como:
Z ¢c;H,
ij

E, =L
! Zc[ C;Sy (44)
i

sendo S; = J.erjdt eH; :d[le:lx ;dt.

O minimo de energia em relagdo aos coeficientes é encontrado
fazendo-se com que aderivadaprimeiradaenergiaem relagdo acada
coeficiente sejaigual a zero:

OE OE OF OFE
Oc, Oc, Oc, oc,

Derivando-se a eq.44 em relacdo, por exemplo, ao coeficiente G
e rearranjando-se, obtemos a seguinte expressao:

k k
Z‘CiHﬁ - E”’Z:‘c"sﬁ : (46)

Para cadaum dos coeficientes de combinag&o linear teremosuma
equacdo semelhante a eq.46. A Unica diferenca estara na funcéo de
base que estard sendo utilizada para calcular asintegrais H,eS;. De
maneira geral, teremos a seguinte situagcdo, em uma forma mais
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explicita, depois de realizarmos todas as derivadas de E  em relagéo
acadac:

cH, +c,H,+...4+¢c,H, = Em(clS11 +¢,8), +...+ckSM.)
cHy, +c,Hy +...+¢c,H,, :Em(clSZI +c,5,, +...+C,\S2,()
' . (47)
ey +e,Hy, +...+cHy =E, (CISkI +0,8) +"'+CkSkk)

A primeiralinhafoi obtidaderivando-se aeq.44 emrelagdo ac,,
asegundalinhafoi obtida em relagéo a c, e assm sucessivamente.

A série de equagdes representadas acima pode ser escritanafor-
ma matricial como:

H, H, - H,\ ¢ Sy S Sy a
H, H, - Hyl|c -E Sy Sy o Syo
: o : : "o T 2|, (48)
H, H H c S, S S c

k1 k2 kk k1 k2
que normamente é encontrada na literatura em uma notagdo mais

compacta COoOmo:
HC = SCE, . (49)

Esta expressao é freqlientemente denominada em mecéanica
quantica de equagdo secular e sua solugdo é muito bem conhecida
em calculo numérico. Os passos para sua resolugdo correspondem a
aplicar algum tipo de transformagdo que faca com que a matriz S
segja convertidaem umamatriz identidade, 1. Usual mente esta trans-
formagdo consiste em encontrar uma matriz A capaz de fazer com
que aseguinte relacdo sejaverdadeira: A*SA = 1, sendo A* aadjunta
de A. Estatransformacdo corresponde a fazer com que todas as fun-
¢Oes de base empregadas nacombinagdo linear sejam ortogonaisentre
si, quando A*=A1

Ao ortogonalizarmos as fungdes de base, aeq.51 adquire a se-
guinte expressao:

(A*HA)(A'C) = (A'C)(A'SA) =H'C' =C'E,, (50)
gue pode ser re-escrita como:

(H-E 1)C =0, (51)

Resolver a eg.51 corresponde a determinar os valoresde C' e
E.A eg.51 aprefent'a_uma sol'ugao trivial que n&o acr@ce_ntara ne-
nhuma informag&o fisica razodvel ao nosso sistema, ou sgja, consi-
derar que todos os coeficientes sejam iguais a zero. Uma segunda
alternativa corresponde a fazer com que:

|H-E1lc =0 (52)

Em outras palavras, uma solucdo néo-trivial corresponde afazer
com que o determinante da eq.52 sgjaigual a zero. A solugdo para
este determinante faz com que tenhamos condi¢des de determinar o
valor de E . Para obtermos os valores dos coeficientes ¢, substitui-
mos o valor de E_ adequado na eq.51 e determinamos os valores de
C'. Para obtermos os valores de C, empregamos a matriz de
ortogonalizag&o através da expressdo: AC' = C.

Uma outra maneira usualmente empregada em programas de
mecanica quantica corresponde a empregar métodos que
diagonalizem a matriz H' na eg.50. A matriz de diagonalizacdo de
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H' seraamatriz C'. Todos estes métodos sdo muito bem estabel eci-
dos e empregados rotineiramente em cé cul os mecanico-quanticos™.

A obtencao dos coeficientes de combinagéo linear em célculos
quénticos de sistemas multieletronicos pode proporcionar informa-
¢Oes extremamente rel evantes, principa mente quando tratamos sis-
temas moleculares. Estes coeficientes podem ser relacionados adis-
tribuicdo de cargaem diferentesregides damol écula. Conhecido como
andlise populaciona de Mulliken’, este método pode ser considera-
do como um dos mais simples e populares para determinagdo da
densidade el etronica sobre os &omos ou ligagdes quimicas em uma
molécula. Entretanto, os coeficientes de combinagdo linear podem
esconder informagdes que normal mente passam despercebidas, mes-
mo por especidlistas na area. Para explorarmos esta possibilidade,
vamos retornar ao atomo de hidrogénio e verificar que novas infor-
magdes podem ser obtidas a partir de célculos convencionais.

Para a construcdo das fungdes do atomo de hidrogénio podere-
mos empregar a eq.41 e paraisto precisamos definir uma expressao
matematica para as fungdes de base. A solucdo analitica da equacdo
de Schrodinger para este &omo no estado fundamental proporciona
uma energia eletronica igual a 0,5u.a. com uma fungéo orbital 1s
gue pode ser escrita em coordenadas polares esféricas como:

¥, =N exp(-2Zr), (53)

sendo a constante de normalizagdo N = (1/ Jn )Z .

Uma das alternativas para representar a funcéo 1s aproximada-
mente através da eq.41 seria escol her, por exemplo, funcdes de base
do tipo gaussianas, ou sgja

Yisi = N exp(—air?), (54)

sendo a constante de normalizagdio N' = (2o/m)* A funcdo dada na
€q.54 ndo é autofuncdo do operador hamiltoniano e se utilizada para
representar a energia do &omo de hidrogénio individua mente pro-
porcionard um resultado desastroso. Podemos verificar que estafun-
a0 apresenta a mesma simetria do orbital ‘¥, ou sgja, apresenta a
mesma dependéncia angular da fungdo dada na eq.53 e, portanto,
corresponde a uma fungdo de base adequada para a obtencdo da fun-
¢éo V... Destaforma, afungéo de onda para o atomo de hidrogénio
pode ser escrita como:

k k
Y, = Zcixi((x[,r) = Zc,N[.' exp(—o,r’), (55)
i=1 i=1

ou sgja, combinamos diferentes fungdes gaussianas para produzir a
fungéo ¥, Como sabemos, precisamos determinar o ndmero k de
fungdes de base e os coeficientes de combinacdo linear ¢ na eq.55.
Entretanto, observando-seaeq.55 verificamos que desconhecemosuma
outra informagao, os expoentes das fungdes gaussianas, o,. Estes ex-
poentes podem ser determinados variacionalmente empregando-se o
mesmo critério adotado para os coeficientes de combinaggo linear.
Uma dificuldade prética na otimizago destes expoentes esta no fato
de que 0s mesmos nNdo sao parametros lineares e, portanto, necessitam
de métodos consideravelmente mais caros computacionalmente para
serem obtidos. Uma alternativa simples para a determinagéo de todos
0s k expoentes das gaussianas consiste em estabel ecer umaregraatra-
Vvés de expressdes matemética que fornecam o valor aproximado dos
expoentes, em relacdo aqueles que seriam obtidos se 0s mesmos fos-
sem calculados através da minimizacdo de energia em relacdo atodos
0s expoentes da s&rie que estd sendo utilizada. Um exemplo de tal
série aproximada pode ser:

a=ab™®,  i=12..k. (56)
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Tabela 2. Dependéncia da energia do &omo de hidrogénio (em unidades atdbmicas) com o nimero de funcies de base. Nestes calculos foram

utilizadas fungdes de base do tipo gassianas .

ne de gaussianas 3 5 6

8 10 15

Energia(ua) -0,49584281 -0,49956267

-0,49984054

-0,49997429 -0,49999511 -0,49999987

A eg.56 mostra que todos os k expoentes a serem empregados
com as gaussianas podem ser obtidos se determinarmos os valores
de a e b. Novamente, um critério que pode ser empregado para a
determinacdo de a e b pode ser o gjuste variacional. A vantagem de
se empregar a eq.56 em relacdo a otimizacdo de todos os expoentes
€ dbvia. Na otimizaggo de todos os expoentes deveriamos redlizar a
aplicacdo de técnica apropriada para a obtenc&o de todos os k expo-
entes 6timos de todas as gaussianas, enquanto que a utilizagdo da
€0.56 restringe a otimizacdo a apenas 2 parametros para a obtencdo
de todos os k expoentes da série. Certamente que utilizar a eq.56
devera proporcionar algum prejuizo numérico ao calculo da energia
edapropriafuncéo de ondadamolécula, porém isto podera ser com-
pensado empregando-se um ndmero maior de funcfes gaussianas
para representar a funcao W

Considerando-se que o problema da determinagdo dos expoen-
tes pode ser resolvido através da otimizagdo dos parametros a e b,
seria interessante verificarmos a dependéncia do cdlculo da energia
do &tomo de hidrogénio no estado fundamental com o nimero de
fungdes gaussianas. Natabela 2 sfo apresentados os val ores da ener-
giapara o atomo de hidrogénio, cal culados com diferentes nimeros
de fungdes gaussianas com expoentes otimizados empregando-se a
€g.56 e obtendo-se os coeficientes de combinacdo linear através dos
meétodos discutidos acima (por exemplo, eg.52). Os resultados mos-
tram que o uso de um ndmero reduzido de fungdes gaussianas com-
promete seriamente a qualidade das energias calculadas. Também
podemos perceber que ao aumentarmos o numero de funcées
gaussianas, a energia eletronica do hidrogénio converge para o valor
exato de 0,5u.a.. Esta informagéo reforca o fato de que uma repre-
sentacdo adequada, empregando-se a combinagdo linear de fungfes
de base proporciona o resultado exato se o nimero de fungdes tende
a0 infinito.

A possibilidade de desenvolver a série de expoentes para as fun-
¢des gaussianas empregando séries geométricas como a da eq.56
nos faz pensar se ndo existe algum tipo de funcéo matemética que
fornega a tendéncia dos coeficientes de combinaco linear do res-
pectivo orbital molecular. A resposta para esta quest&o pode ser de-
terminada de diferentes maneiras. Optamos pela via dos testes
computacionais e para isto devemos observar atentamente a eq.55.
Nesta equagdo, considerando que estamos utilizando fungdes
gaussianas de mesma simetria e que cada fung¢do gaussiana é
distinguida de todas as outras pelo valor do expoente o.. Podemos
dizer que, uma vez que cada coeficiente esta associado a cada uma
das gaussianas, estes também devem ser uma funcdo dos respectivos
expoentes, ou sgja, c=c(a,). Desta forma, seria interessante verifi-
car se podemos observar alguma correlacdo matemética entre os co-
eficientes de combinag&o linear com 0s respectivos expoentes.

Das diversas possibilidades de correlacionar estas duas quantida
des, aFigura 2 nos mostra uma gque sugere um comportamento mate-
mético caracteristico dos coeficientesem relagdo ao logaritmo neperiano
dos respectivos expoentes. Nesta figura foram incluidos coeficientes
obtidos com diferentes nimeros de gaussianas e podemos verificar
uma tendéncia bem definida no comportamento dos coeficientes a
medida que 0 nimero de gaussianas aumenta. A expansdo da funcdo
1s redlizada com 3 gaussianas (3G) apresenta uma tendéncia quase
linear em relagdo ao Ina.. Para a expansdo envolvendo 5 funges
gaussianas (5G) verificamos um desvio da linearidade com uma pos-
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Figura 2. Diagrama correlacionando os coeficientes de combinacéo linear
com os logaritmos neperianos dos expoentes das gaussianas utilizadas na
expansdo da funcdo de onda do orbital 1s do atomo de hidrogénio .

sivel tendénciados coeficientes naregido delna < 0 parava oresapon-
tando paraaabcissa. As fungdes de base seguintes (6G, 8G, 10G, 165G
e 20G) apresentam o comportamento de uma fungdo continua e que
tende azero noslimitesdelna. A Figura2 mostra que aamplitude da
possivel func¢do continuadiminui amedidague o nimero de gaussianas
€ aumentado na expansio do orbital V.

O comportamento dos coeficientes de combinagdo linear frente
aos respectivos expoentes e arepresentacéo dafuncéo 'V, pelaeq.55
sugere que provavel mente uma maneira exata de representar as fun-
¢Bes do &omo de hidrogénio sgja substituir o somatério da eq.55
por umaintegral se fizermos com que o nimero de gaussianas tenda
ao infinito. Assim, uma nova representagdo para ‘¥, seria

¥, (1) = [ fi(@(erda (57)

Nesta equagéo, os coeficientes de combinagéo linear ¢ foram
substituidos por uma fung&o continua f (o), denominada de funcéo
peso. A funcdo de base continua sendo uma fungdo gaussiana, em-
bora possamos empregar outros tipos de fungdes que levem afungdo
de ondaaser bem comportada, e o limite de integracéo é definido de
maneira a abranger todo o espaco possivel de expoentes o.. Pode-se
realizar uma transformacdo de coordenadas de tal forma que ainte-
gral definida na eg.57 seja re-escrita como:

W)= [fi(@xerd(ina) (8)

Tanto a eq.57 quanto a eq.58 podem ser empregadas para repre-
sentar a funcdo orbital exatamente. Estas formas de representar as
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fungdes orbitais sdo familiarmente identificadas como transforma-
das integrais*° e foram sugeridas independentemente em dois mode-
los mateméti cos equivalentes: @) 0 método de bases even tempered,
por Raffenetty™® e Feller e Ruedenberg® e b) o Método da Coordena-
da Geradora por Griffin, Hill e Wheeler®2, sendo o modelo propos-
to por estes Ultimos autores um caso mais genérico do que o propos-
tos pel os autores das bases even tempered. As condigBes paratermos
uma representacdo adequada de uma fung&o orbital através daeq.57
ou eq.58 é de que a funcéo peso f(a) sgja uma fungdo continua,
suave e com comportamento assintético tendendo a zero nas extre-
midades dos limites de integracdo, exatamente o tipo de tendéncia
que observamos na Figura 2.

Neste ponto, valeria a pena estabel ecer uma correlagdo quantita-
tiva entre a fungéo peso f,(a), que representa exatamente a fungéo
orbital, com os coeficientes de combinagéo linear c. A diferenca
Obvia entre as duas quantidades é que uma representa informactes
provenientes de um espago continuo, enquanto a outra apresenta a
mesma representagdo em um espacgo discreto. Desta forma, para
interconvertermos ambas as quantidades poderemos, por exemplo,
discretizar aeg.57 ou €g.58, ou seja, identifica-las com umaintegral
gue possa ser resolvida numericamente.

Tomando-se a eg.58 para 0 processo de integracdo numerica,
pode-seintegré-la aproximadamente subdividindo-se 0 eixo Ino em
pequenosintervalosidénticos com um intervalo igual aAlno. Quan-
to menor o intervalo em Alno, mais precisa serd a determinagdo da
integral numericamente. Considerando-se esta subdivisio de Ina., a
€q.58 pode ser escrita como:

ROED WACHICIOINGY 59)

Comparando as eq.59 com a eq.55 verifica-se que arelagéo en-
tre os coeficientes da expansdo e a fungdo peso é dada por:

f.. (a)A(Ino) = c, (60)
0 que nos permite determinar a funcdo peso discretizada através da
equacéo:

Ci
A(no)

Sio(a) = (61)

A eq.61 sugere que o gréfico apresentado na Figura 2 sgja elabo-
rado novamente através de um gréfico def, (o) vsIn(a) ao invés de
¢ vs In(a). Uma vez que os conjuntos de base foram elaborados
empregando-se aeq.56, adeterminacdo do Alna pode ser obtidaatra-
vés do In(b) para cada conjunto de gaussianas empregado nos dife-
rentes célculos. Assim, dividindo-se cadaum dos coeficientes de com-
binac&o linear do célculo com trés gaussianas pelo respectivo In(b),
e procedendo-se da mesma forma para todos os outros calculos rea-
lizados com os respectivos In(b), pode-se tragar o gréfico apresenta-
do na Figura 3.

A Figura3 mostraque o comportamento def; € caracteristico do
orbital que estd sendo analisado e que independe do nimero de fun-
¢Bes com os quais o célculo foi realizado, uma vez que todos os
pontos de qualquer um dos célculos estéo exatamente sobre a mes-
ma curva. Este comportamento regular e especifico no € exclusivo
do orbital atémico 1s do hidrogénio. E possivel obtermos através
dos coeficientes de combinagdo linear informagdes sobre a verda
deira representagd@o do orbital atdbmico ou molecular de sistemas
multieletrni cos de maneira semelhante a realizada para o &omo de
hidrogénio. O conhecimento de que esta fungéo existe para cada
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orbital atémico ou molecular permite avaliar a qualidade de functes
de base nesses sistemas e 0 comportamento assintético das funcoes
peso auxiliam no desenvolvimento ou modificagbes em conjuntos
de funcdes de base finitos?*,

Devemos chamar a atengéo para o fato de que, embora o uso de
fungdes gaussianas possibilitem a descricéo de fungdes orbitais atra-
vés de umatransformadaintegral, isto ndo necessariamente ocorrera
caso sgjam utilizados outros tipos de fungdes de base.

O Mé&odo Monte Carlo Quantico

O ultimo model 0 aser discutido neste artigo pararesolver aequa-
¢&o de Schrodinger para o &omo de hidrogénio esta baseado em
uma categoria de métodos denominados de estocasticos®, mais par-
ticularmente, no método de Monte Carlo*. Esta denominagdo deve-
se ao fato das simulag6es de Monte Carlo utilizarem seqliéncias de
nimeros aleatdrios em seu processo de cdlculo. Sua popularidade
esta associada com a simplicidade das técnicas numéricas envolvi-
das e, consequentemente, os campos de aplicacdo sdo extremamente
variados, podendo-se citar por exemplo: desenvolvimento de reato-
res nucleares, cromodinamica quantica, radioterapia, fluxo de tréfe-
go, evolugdo estelar, exploracdo de petroleo, etc™.

Nosso interesse particular neste trabalho, corresponde a empre-
gar estatécnica pararesolver a equacdo de Schrodinger. Nesta cate-
goria de aplicagBes, 0 método de Monte Carlo recebe a designacao
particular de método Monte Carlo Quantico. De maneirageral, exis-
tem duas linhas distintas baseadas nesta possibilidade: a) o método
Monte Carlo Quéntico Variacional e b) o método Monte Carlo
Quantico de Difusdo. Independente da maneira como 0 método é
empregado nestes dois casos, ele normalmente estari procurando
resolver uma equacdo integral e ndo uma diferencial.

Mais especificamente, 0 método Monte Carlo Variaciona pro-
cura determinar o valor médio de qualquer propriedade atdmica ou
molecular, conhecendo-se uma fungdo de onda arbitraria que possa
descrever o sistema, integrando-se a equago:
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Figura 3. Diagrama correlacionando os coeficientes de combinacéo linear
modificados (fungéo peso) com os logaritmos neperianos dos expoentes das
gaussianas utilizadas na expansio da fungéo de onda do orbital 1sdo &tomo
de hidrogénio.
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.[ W:?OA\I"de
(0,)=F =~
[w,v,de
A caracteristica deste método estd namaneiracomo aintegral da
€q.62 é resolvida

De nosso conhecimento de célculo, a integral definida de uma
funcdo g(x) pode ser obtida como:

(62)

b N
1= g(ndx =3 g(x)Ax, (63)

se admitirmos que o intervalo Ax é constante, seu valor podera ser
determinado como:

> g(x)

b= _ o T |st-ale). e

N

=) g(x)

ou sgja, 0 valor aproximado daintegral dada pela eq.63 é determina-
do como o valor médio da fungdo g(x) multiplicado pela diferenca
entre os limites de integracdo. Neste caso particular, consideramos
que o espagamento entre os valores de x sdo constantes. Porém, a
meédia de qual quer propriedade pode ser definida com qualquer con-
junto de valores de x. O método de Monte Carlo considera que a
variavel x é determinada aeatoriamente. Em outras palavras, esco-
Ihe-se um nimero N de val ores de x aleatdrios e determina-se o valor
de g(x) paracadavariavel. A integral dafuncdo g(x) seraamédiade
todos os valores calculados dentro do intervalo definido por b e a.

Desta forma, a eq.62 pode ser resolvida de maneira semelhante
se tivermos conhecimento da fungdo de onda que descreve o Siste-
ma. Umavez que afungdo de onda corresponde aalgo que pretende-
mos determinar, o0 méodo de Monte Carlo deve ser considerado
variacional no sentido de que poderemos criar qualquer tipo de fun-
¢80 de onda que imaginarmos. Na melhor das hipGteses estaremos
empatando com afung&o de onda exata do sistema. Se 0 operador na
€q.62 for o hamiltoniano, esta hip6tese sera confirmada pelo valor
da energia calculada para cada fungdo de onda tentativa que desen-
volvermos.

Um outro aspecto que deve ser comentado € que, na prética, o
método de amostragem paraa determinagéo do valor aproximado da
integral é definido por sistemas mais sofisticados do que o sugerido
no exemplo de integracdo da fungdo g(x). Usuamente, as simula-
¢Oes de Monte Carlo estdo associadas a um mecanismo bastante efi-
ciente de amostragem denominado de méodo de Metrépolis®.

O método de Monte Carlo de Difusdo, por suavez, baseia-se na
grande semel hanga existente entre a equagdo de Schrodinger depen-
dente do tempo e a equagéo que descreve um processo de difusio. A
equagdo de Schrédinger em sua forma dependente do tempo para
um sistema unidimensional é dada por:

Lo o
ot 2u ox®

-V(x)Y¥, (65)

sendo m a massa reduzida da particula e V(x) o potencia a que a
particula esté submetida.
Por outro lado, um processo de difusdo pode ser representado

pela seguinte equagdo diferencial:
oC o0*C
o =P ox? ke (66)

Quim. Nova

sendo C a concentracdo da substancia sofrendo difusdo e D e k so
duas constantes, das quais a primeira € conhecida como coeficiente
de difusdo.

Comparando-se a eq.65 com a eq.66 verifica-se uma semelhan-
caconsideravel e podemosimaginar que, em principio, aequacdo de
Schrodinger poderia ser resolvida através de simulagdes que sgjam
caracterizadas pela eq.66. Uma das poucas diferencas entre as duas
equaces é que a equacdo de Schrodinger (eg.65) apresenta uma
componente imaginaria. No sentido de aumentar a semelhanga entre
as duas expressdes podemos definir uma unidade de tempo imaginé-
ria t =it/ h. Apbs transformarmos a coordenada temporal da eq.65
para esta hova escala de tempo obtemos:

2 2

o :h—a—\f—V(x)‘P, (67)
ot 2u ox

A simulagdo da eg.67 ou 65 deve levar em consideracdo dois
fatores e paratermos umaidéiamais clara dos mesmos vamos anali-
sar a eg.66 por partes.

Se eliminarmos o termo —kC da eq.66, a equagdo de difusio es-
tara caracterizando essencialmente o movimento aleatério de parti-
culas, comumente denominado de movimento browniano:

I 2
o« _p¢ (68)
ot Ox

Na equacdo de Schrodinger, este termo corresponde a determi-
nacdo da energia cinética do sistema. A solugéo analitica para esta
equacdo diferencial é bem conhecida e corresponde a seguinte ex-
presséo®:

Clxt) = (4nDt)”2e™ /4P, (69)

Por outro lado, se desconsiderarmos o primeiro termo a direita
daeq.66 teremos umaexpressao que caracterizaum processo Cinético
de primeira ordem:

& e, (70)
ot

Em uma cinética de primeira ordem, dependendo do sinal e va-
lor de k deveremos verificar um processo em que a concentragéo da
substancia aumenta ou diminui, ou seja, deveremos observar a cria-
¢d0 ou aniquilacdo de componentes do sistema. Também podemos
perceber que este termo que caracteriza uma cinética de primeira
ordem estadiretamente rel acionado com aenergiapotencial naequa-
¢do de Schrodinger (eq.67). A solugdo analitica para a eq.70 é co-
nhecida e pode ser escrita como:

C(x,t) = Ae™. (71)

Além das duas informactes acima, devemos levar em considera-
¢&o que o método de Monte Carlo ndo pode ser aplicado diretamente
as equagdes diferenciais. Portanto, antes de estabel ecermos uma si-
mulagdo computacional para o processo de difusdo, devemos procu-
rar uma representacdo integral de equagéo de Schrodinger para que
ométodo de Monte Carlo possa ser empregado de maneirasatisfatoria.

Uma forma compreensivel de tal processo sera apresentada em
termos da equagéo de Schrédinger independente do tempo. Se de-
servolvermos o inverso do operador hamiltoniano ™' e aplicar-
mos do lado direito e esquerdo da eg.1, teremos:

A A A

H'HY =H'E,¥Y (72)
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ou simplesmente:
Y=EH'Y. (73)

_ Como o operador H éum operador diferencial, o operador
H™" deve ser um operador integral. Formalmente, a eq.73 pode ser
entdo escrita como:

W(y) = E, [G(r.x)¥(x)d. (72

onde aintegral do operador G(y,X) corresponde a representacéo do
operador . Um maior aprofundamento nos aspectos matematicos deste
tipo de procedimento est&o incorporados no campo das funcdes de
Green®. Para processos dependentes do tempo, como € o caso da
eq.67, aeq.74 passa a ser escrita como:

W31 = Ey [G(y.x1)P(x:1)dx. (75)

Esta equag&o nos diz que em um determinado tempo t a chance
de passarmos de uma configuracéo x para uma configuragdo y se da
através das caracteristicas da fungdo G(y,x;7).

N&o podemos definir umaformaanalitica paraafungdo G(y,x;z)
parasistemas complicados. Umaalternativapararesolvermosaeq. 75
consiste em utilizar uma aproximagao vélida somente para o limite
em que T tende a zero. Neste caso, afungéo de Green pode ser fato-
radaem um termo de difusdo (G,) eum termo cinético (G,), ou sgja

Grxt) = Gy (n )G yp(1x;7). (76)

Estes dois termos estdo diretamente associados as egs.69 e 71,
respectivamente, o que nos permite definir o termo de difusio por:

Gy (i) = (4nD) Ve 0 Py (77)

e 0 termo cinético por:

v voE e
G,(vx;t)=e ? ! ] (78)

Naeq.78 aenergia E, corresponde ao valor médio daenergiado
sistema em estudo.

O desenvolvimento das eqs.77 e 78, associados ao uso de
algoritmos eficientes para mapear todo o espago das coordenadas
eletrénicas permite smular o comportamento quantico do sistema.
Uma vez que as informagdes que descrevem a natureza quantica de
qualquer sistema microscopico é estatistica, uma simulagdo da dis-
tribuicdo eletrénica deve ser definida através de valores médios de
qualquer propriedade deinteresse. Destaforma, ao procurarmos des-
crever o comportamento do elétron no espaco, deveriamos definir as
coordenadas desse el étron em todas as possiveis posi¢oes do espago
(infinitas posi¢des no espago) ou entdo acompanhar a evolugdo do
elétron em um tempo infinito. Quando os valores médios de qual-
quer propriedade eletrénica definida, ou em termos de um tempo
infinito, ou em termos de um conjunto infinito de coordenadas fo-
rem os mesmos dizemos que temos umaintegral ergodica. Este € 0
caso das integrais resolvidas através do método de Monte Carlo
Quéntico. Na prética, porém, ao invés de escolhermos qual quer uma
das duas condic¢des anteriores, definimos um ndmero finito de posi-
¢des no espago e acompanhamos a evolugdo temporal das particulas
nessas posi¢des por um tempo suficiente para que a energia média
do sistema permanega constante. Matematicamente estamos dizen-
do que se escolhermos um conjunto de coordenadas arbitrérias no
espaco para nosso elétron, {x}, poderemos determinar o valor mé-
dio da energia do sistema em relacdo a colocagdo de nosso elétron
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em cada umadas posi¢des previamente definidas. 1sto correspondera
a determinagdo do valor médio da energia em um tempo 7 qual quer.
Assim, submetendo-se as posi¢des do elétron aalgum tipo de deslo-
camento, que depende essencialmente do tempo 7, e observando-se
o vaor médio da energia em diferentes unidades de tempo, podere-
mos verificar o comportamento temporal da média espacial.

A extensado desta médiatemporal deverd ser escolhidadetal for-
ma a produzir um valor estatistico adequado. Este valor estatistico
podera ser analisado, por exemplo, a partir da variancia associada
aos valores cal culados ou através da andlise de histogramas das dife-
rentes energias obtidas em diferentes interval os de tempo.

Um possivel algoritmo de aplicacdo do Monte Carlo de Difuséo
ao &omo de hidrogénio encontrado na literatura pode ser resumido
nas seguintes etapas®:

1) Gerase um ndmero inicia de configuracdes de particulas
(diferentes conjuntos de posi¢des no espaco), que normal-
mente é da ordem de centenas. Naliteratura estas configura-
¢des sdo denominadas de psips ou walkers. Estas configura-
¢Oes iniciais ndo podem ser muito diferentes da configura-
¢80 de equilibrio do &omo de hidrogénio e devem ser obti-
das a partir de algum célculo prévio. Normalmente, isto é
feito definindo-se os pontos necessérios para produzir resul-
tados confiaveis de uma simulagdo de Monte Carlo
Variacional de umafuncio de onda tentativa.

2) Escolhe-se um valor para E, que deve ser uma aproximagao
a0 valor da energia do atomo de hidrogénio.

3) Calcula-seo potencia eletrostético de umaconfiguragéo ini-
cia (V(x)). Este potencia é simplesmente o potencial de
Coulomb entre o psip, que € umarepresentacdo do elétron, e
0 nicleo do &omo de hidrogénio (eq.3). Este valor de ener-
gia potencia deve ser acumulado;

4) Dada esta configuraggo, o elétron € movimentado de forma
que sua nova coordenada é gerada conforme:

r'=r+ry, (79)

onde y € um nimero aeatdrio pertencente a uma distribui-
¢80 gaussiana com variancia 2Dr. Em unidades atbmicas o
coeficiente de difusdo D associado aequagdo de Schridinger
éigual a 1/2. O tempo t apresentado nesta expressao
corresponde aum interval o de tempo e ndo ao tempo total da
simulagdo. Portanto, 2Dr=constante.

5) Calcula-se o potencia €eletrostatico da nova configuragao
My))-

6) A fungdo G, esta associada a criagéo e destruicgo de confi-
guracBes eletronicas. Destaforma, se uma configuragdo ele-
trénica obtida a partir do deslocamento el etrénico represen-
tar uma diminui¢do de energia potencial para o sistema, de-
vemos multiplicar o nimero de configuragfes nesta regido
do espago, caso contrario, deveremos destruir esta configu-
ragéo eletronica. Portanto, a partir de G, obtemos o nimero
de copias desta configuragdo que serdo geradas, M, de ma-
neira que:

M, = INT(G, + &), (80)

onde & € um nimero aeatério com distribui¢do uniforme.
Caso M, sgjaigual azero, estanovaconfiguracdo érejeitada
e mantém-se a configuragdo antiga;

7) Tomamos uma nova configuragdo e repete-se 0s passos 3 a6
até que o nimero total de configuragBes seja atingido;

8) A partir das novas configuragBes, repete-se o procedimento
até que o tempo total de simulagao sejaalcangado. Durante a
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simulagdo e periodicamente apds um certo nimero de pas-

Sos a energia tentativa E; deve ser corrigida por:

Er,m = [Er,i + <EL>]/2’ (81)
emque (£, ) representaamédiadaenergiaacumuladano pas-
0 3;

9) Por fim, aenergia do &omo de hidrogénio é dada por (£, ),
que pode ser acompanhada durante a simulagéo.

Qutras propriedades também podem ser calculadas de maneira
muito simples pelo método de Monte Carlo de Difusdo, bastando
que seu valor sgja acumulado durante a smulagdo e, ao término da
mesma, obtemos uma média dos val ores encontrados.

Devemos chamar aatencéo de que estas simul agdes baseadas no
método Monte Carlo de Difusio est&o normalmente associadas ao
estado fundamental do sistema. A justificativaparaisto pode ser obtida
considerando-se que a solucdo para a equagdo de Schrédinger de-
pendente do tempo, que também pode ser escrita como:

_o¥Y(x;1)
ot
pode ser representada como um somatorio de um ndmero infinito de

estados \¥,, que sBo autofungdes de H,e que, portanto, levam afun-
¢80 de onda do sistema a ser representada como:

=(H-E,)¥(x;7), (82)

P(x;7) = ¢ Wy (%) + D¢, W (x)e T (®3)
k=1

Podemos perceber, que para um tempo suficientemente longo,
7', afung¢do de onda tenderd a sua configurag@o de menor ener-
gia, ¥,

Da mesma forma que discutido nos capitul os anteriores, o pro-
cesso descrito agui pode ser aplicado em sistemas multieletronicos
diversos. A simulagdo paratais sistemas pode apresentar problemas
de ordem pratica (convergéncia dos resultados) que sdo frequente-
mente minimizadas por técnicas de amostragem do espaco de confi-
guragdes consideravelmente mais sofisticadas do que a discutida
acima.

COMENTARIOS FINAIS

Como mencionado no inicio deste trabalho, o principal objetivo
deste artigo foi o de sugerir uma reflexdo profunda, principalmente
para alunos iniciantes, sobre aspectos que consideramos muitas ve-
zes como definitivos. Um exemplo to simples e corriqueiro como o
aomo de hidrogénio pode se transformar em um veiculo extrema-
mente poderoso para explorarmos novos model 0os matematicos, que
eventualmente poderdo nos transportar para a solugdo de problemas
significativamente mais complexos. Os temas apresentados ndo se
esgotam ao texto apresentado e uma sondagem cuidadosa na litera-
tura especializada podera demonstrar muitos outros aspectos téo cu-
riosos quanto os discutidos neste artigo.

Quim. Nova
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