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Educacao

MOLECULAR CARTESIAN COORDINATES FROM VIBRATIONAL NORMAL MODES GEOMETRY. A simple method to obtain
molecular Cartesian coordinates as a function of vibrational normal modes is presented in this work. The method does not require
the definition of special matrices, like the F and G of Wilson, neither of group theory. The Eckart’s conditions together with the
diagonalization of kinetic and potential energy are the only required expressions. This makes the present approach appropriate to
be used as a preliminary study for more advanced concepts concerning vibrational analysis. Examples are given for diatomic and

triatomic molecules.
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INTRODUCAO

Moléculas nao rigidas podem ser tratadas pela teoria cldssica
de pequenas vibragdes, que estabelece os principios da andlise
vibracional. A melhor descricdo do movimento vibracional
molecular € obtida pelo uso do sistema de coordenadas normais,
cujos métodos de cdlculo foram originalmente propostos por
Dennison'. Porém, a solugdo completa do problema vibracional
foi formulada por Wilson?, que utilizou a teoria de grupos para sua
simplificacdo. Atualmente, o uso da teoria de grupo juntamente
com as coordenadas normais representa o método mais apropriado
para célculo de amplitudes, bem como a correta atribuicao das fre-
qiiéncias vibracionais.

Existem, entretanto, alguns processos quimicos importantes
cujo entendimento requer a separacdo das diferentes componentes
da energia cinética molecular, que sdo as energias rotacional,
vibracional e de acoplamento rotovibracional, conhecido como
acoplamento de Coriolis. Exemplos nos quais a parti¢do da energia
cinética molecular é importante em quimica sdo estudos de relaxa-
¢do vibracional molecular®, flutuacio de energia interna (de mo-
dos vibracionais para rotacionais)* e processos de transferéncia de
energia em colisdes moleculares’.

Para a parti¢do da energia cinética molecular € apropriado de-
finir um sistema de coordenadas normais acopladas as coordena-
das Cartesianas, como originalmente proposto por Crawford e
Fletcher®. Esse método € geral e matricial, requerendo conheci-
mento das matrizes da teoria de pequenas vibracdes®. No presente
trabalho, € apresentada uma abordagem analitica para transformar
coordenadas Cartesianas em normais. Esse método baseia-se em
conceitos fisicos elementares e possibilita a obtencdo de equacdes
de facil interpretagdo, em alternativa ao tratamento numérico pro-
posto na ref. 6. Exemplos simples sdo discutidos para moléculas
diatdmicas e triatdmicas.

DESCRICAO DO METODO

Moléculas poliatomicas podem ser descritas por um conjunto

*e-mail: jpbraga@ufmg.br

de osciladores harmonicos com energia total dada por

1 3n-5(6) 1 3n-5(6)

E=3 207+ A0 (M

em que A, =4 7’2, sendo v, a freqiiéncia do modo normal de vibra-
¢do Q,. O primeiro termo, do lado direito da Equagdo 1, representa
a energia cinética e o segundo, a energia potencial. Como nao exis-
tem termos cruzados nas somas em (1), as energias potencial e
cinética sdo diagonais nessa representagdo. Quando se representa
a figura de um modo normal, assume-se implicitamente que a
molécula em consideracdo ndo pode transladar nem rodar. Essas
restricdes sdo formalmente descritas pelas condi¢des de Eckart’

m; AE=0 E=Xx,y,z 2)

-

m; (x{ Ay-yAx;) =0

-

Mz

m; (yl‘eAZ,'-Z,'cAyi) =0 (3)

-

m; (z Axix{Az;) =0

em que Ax,, Ay.e Az sdo as coordenadas cartesianas de deslocamen-
to, x¢, y¢ e z as coordenadas cartesianas na posigdo de equilibrio e
m, as massas de cada dtomo da molécula. O uso das figuras dos mo-
dos normais, juntamente com a equagio da energia molecular total e
as condi¢des de Eckart, forma a base da presente método, cujas eta-
pas sdo: as amplitudes de vibragdo das coordenadas Cartesianas ob-
tidas da geometria dos modos normais sdo propostas inicialmente
como incognitas; a energia cinética e potencial, como na Equagdo 1,
juntamente com as condi¢des de Eckart sdo utilizadas no célculo das
amplitudes. O procedimento pode ser feito para cada modo normal
em separado, pois os mesmos estdo desacoplados e, a transformagao
final € obtida somando-se as componentes para cada modo normal,
0 que satisfaz automaticamente as Equacdes 2 e 3.
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Utilizando-se as etapas descritas, a transformagdo entre coor-
denadas Cartesianas e coordenadas normais € obtida sem o uso das
matrizes da teoria de pequenas vibrag¢des, ndo sendo assim neces-
sdrio o cdlculo numérico expresso pela equacdo proposta na ref. 6.
Portanto, a presente abordagem possibilita a obtencio de resulta-
dos em forma analitica, o que fornece em uma andlise preliminar
melhor visualizacio fisica das expressdes que descrevem o movi-
mento vibracional molecular.

MOLECULAS DIATOMICAS

A primeira aplicagdo € descrita para moléculas diatomicas. Com
base na Figura 1, a relagdo Ax,=-AQ, pode ser escrita para descre-
ver a coordenada de deslocamento para o 4tomo 1. Nessa relagdo,
a amplitude A define a amplitude de vibragdo normal do modo Q,.
Para o dtomo 2 a amplitude serd positiva, Ax, = AQ,. Utilizando-se
a condigdo de Eckart, Equagdo 2, pode-se escrever m Ax + m,Ax,
= 0 ou Ax, =(m, /m, JAQ, . A expressdo da energia cinética, Equa-
¢do 1, fornece 2, = m,Ax,” + m,Ax,” = Q,>.Substituindo-se Ax,=-
AQ, e Ax,=(m,/m,)AQ, (notar que AQ = AQ,) obtém-se

m,

amplitude 4= . Como Ax =x-x e Ax,=x,+x, as seguintes

my (m; +m,)

coordenadas Cartesianas sao encontradas

m,

= "2 + X,
b my (m, +m,) Qe @
Y
m, (m, +m,) Qo

b

Figura 1. Modo vibracional Q, para moléculas diatomicas AB

N

MOLECULAS TRIATOMICAS LINEARES SIMETRICAS

Outro exemplo € apresentado para uma molécula triatdmica line-
ar simétrica que possui quatro modos normais, dois dos quais com a
mesma energia ou degenerados. As transformacdes de coordenadas
normais para Cartesianas podem ser calculadas de forma independen-
te para cada modo. Utilizando-se a Figura 2, obtém-se Ax,=AQ,,
Ax,=0 e Ax;=AQ,. A igualdade, 2F = m AR +m]A5c22 = Q'lz,
deverd ser vélida para a coordenada Q,. A substituicdo de Ax, e Ax,
fornecerd a amplitude

O modo Q, € degenerado em duas componentes O, e Q, € as
amplitudes vibracionais para essas componentes sdo iguais. Nova-
me.n.te da Figura 2, ol?tém—se, Ay, =-BQ,, Ay, =CQ, ¢ Ay. 3 =.-BQ2a.
Utilizando-se a condicdo de Eckart e a expressao da energia cinética
retira-se C=(2m,/m,)B e 2m B> + m,C’= 1, ou,

B:\/L C:\/L
2m (m; +m,) m,(m, +m,)
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Figura 2. Modos vibracionais Q,, Q, e Q, para moléculas lineares A,B

Uma andlise similar para o modo Q, fornece Ax, = -DQ,, Ax,
= EQ, e Ax, = -DQ,, em que,

D= /m_ Eo | 2m
2m,(m, +my,) m,(m, +m,)

Somando-se as vdrias componentes independentes escreve-se
a transformagdo das coordenadas Cartesianas para normais na for-
ma:

1 m
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MOLECULAS TRIATOMICAS NAO LINEARES
SIMETRICAS

A geometria de equilibrio de uma molécula triatdmica ndo li-
near simétrica do tipo A, € um tridngulo equildtero. Da Figura 3,
obtém-se Ax, = —Asen(n/3)Q,, Ay, = —-Acos(n/3)Q,, Ay, = AQ,,
Ax, = Asen(n/3)Q, e Ay, = —Acos(n/3)Q,. Como os trés dtomos da
molécula sdo iguais, a energia cinética € escrita como,

mi(AX, Ay + Ay, tAx, > + Ay, )= 0,7
ou

m (24 sen’(1/3) + 247 cos’(w/3) +A%)=1

(I

ModoQ1|2

Modo Q3

=2
°
N

Figura 3. Modos vibracionais Q,, O, e Q, para moléculas ndo lineares A,

Por conseguinte, a amplitude A vale

A= |1
3m,

As componentes Cartesianas de deslocamento em termos do
modo Q, sdo Ax, = Bsen (n/3)Q,, Ay, = —Bcos(n/3)Q,, Ay,=BQ, ,
Ax,=—-Bsen(n/3)Q,e Ay, = —-Bcos(n/3)Q,. A energia cinética é

m(Ax? + Ay +Ay? + Ax7’ + Ay?) = Q)

Ap0s substituicdo das componentes das coordenadas de deslo-
camento calcula-se a amplitude,

B= |1
3m,

Para a amplitude C, utilizando-se as condigdes Ax, = —Ccos(7/3)

0, Ay, = —Csen(n/3)Q,, Ax, = CQ,, e Ax,= —Ccos (7/3)Q,, Ay,=
Csen(1t/3)Q,

em,(A)é]2+A)}12+ A)éz 2+AX3Z+Ay32): Q3Z
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calcula-se C= % Com as amplitudes calculadas escreve-se
n

para cada modo normal:

(i) Modo Q,,

1
AX, = —, Tmlsen (7/3)Q,
1
Ay, = 3711C0S (7/3)Q,
1
AY, =\ 3m, &
1
Ax, = Tmlsen (7/3)Q,
1
Ay, =— Tmlcos (7/3)Q,

(ii) Modo Q.

1
Ax, = 1f;nlsen(ﬂ/.?)Q2
1
Ay, =~ 3711605(7’/3)Q2
1
Ay2 = 3m, Q2
1
Ax, = — 371153"(7’/3)Q2
1
Ay, =— 3m, cos (7/3)Q,

(iii) Modo Q,,

’ 1
Ax, = Tmlcos(nﬁ)Qj
1
Ay, = - Tmsen(ﬂ/j)Qi‘
1
A, =3,
1
Ax, =~ Tmlcos (7/3)0;
1
Ay, = - Tmlsen (7/3)Q,

Como antes, esses trés modos independentes podem ser linear-
mente combinados para descrever qualquer movimento harmonico
da molécula. As seguintes coordenadas Cartesianas para a molécu-
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la do tipo A,, so, entdo, obtidas:

1
X, =4 g(-sen(ﬂ/S)Ql + sen(w/3)Q, - cos(n/3)Q,) +x,,

1
=1 Tmlgs'*'xh

1
X, =y g(sen(n/S)Ql - sen(t/3)Q, - cos(w/3)Q,) + x,, (6)

1
Y, =y Tml(—cos(n/.?)Q[ -cos(7/3)Q, -sen(n/3)Q,) +y,,

[1
Y2 = A3 @ )+,

1
Yy =y Tml(—cos (7/3)Q, -cos (7/3)Q, +sen (1/3)Q,) +y,,

A generalizagdo para um sistema de N dtomos em um anel &
facilmente obtida. Para isso, basta mudar na Equagdo 6, o fator
(1/3m,) e o angulo (71/3) para, respectivamente, ({//Nm,) e (7/N).
Como discutido anteriormente, a transformacio entre as coordena-
das Cartesianas e normais € apropriada para a particdo da energia
cinética molecular. As componentes vibracionais, rotacionais e
Coriolis da energia cinética molecular, em coordenadas
Cartesianas?, sdo:

1 3
Ey=5 2 (vt +pl) (7)
1
E, = % i[mw (z+y,) +mo}! (z,+x) +me? (x+,) =2m, (©0.xz+00xy,+0.0.z ):|
' ®)
3 3 3
Eoviois = meI:m! (Aylél -z, )] +('0A’Z[ml (Azixx —ZAx, )] 'H’J:Z[mx (Ax‘y, - XAy, )j'
1 1 1
)

Nas equagdes anteriores @, ® , X, ¥, Z, € Py, P, P, 830,
respectivamente, as velocidades angulares, velocidades lineares e
momentos lineares. As Equagdes 7-9 podem ser transformadas pelas
relagdes obtidas no presente trabalho, Equagdes 4-6, para expres-
sdes andlogas em coordenadas normais. As coordenadas normais
sdo geradas por

1
2
2Ev,

E
Q)= A

cos( e +(5k) (10)

em que Ev, sdo as energias vibracionais espectroscpicas dos modos
normais e 0, sdo as fases do movimento harménico, 0 < 0, < 27.
Doravante, as componentes da energia cinética molecular podem ser
geradas separadamente como fungd@o das energias vibracionais Ev,
dos modos normais. A transformagdo entre coordenadas Cartesianas

Quim. Nova

e normais possibilita, assim, a descri¢do de processos fisico-quimi-
cos em que o conhecimento das diferentes componentes da energia
cinética molecular ¢ importante®>.

CONCLUSOES

Coordenadas Cartesianas moleculares em fungdo de coordena-
das normais foram obtidas pelo uso de consideragdes fisicas ele-
mentares. O modelo apresentado neste trabalho envolve a expres-
sd0 da energia molecular total em coordenadas normais, as condi-
¢des de Eckart e a geometria dos modos normais. Exemplos foram
discutidos para moléculas diatomicas e triatdbmicas. Embora a teo-
ria de grupo ndo seja usada, efeitos de simetria sdo considerados.
Por ex., para uma molécula diatomica pode-se utilizar a condi¢io
Ax, = —Ax,, eliminando alguma dlgebra.

O presente modelo possibilita a obtencdo de relagdes analiti-
cas simples que permitem uma visualizacio fisica acerca da trans-
formacgdo entre coordenadas Cartesianas e modos normais. J4 a
equacdo matricial de Crawford e Fletcher fornece resultados nu-
méricos, o que pode dificultar a percepcéo fisica do problema. As
duas metodologias requerem previamente a descri¢do geométrica
das coordenadas normais. Entretanto, enquanto o tratamento de
Crawford e Fletcher tem como pré-requisito a constru¢do, por ve-
zes nao trivial, das matrizes relacionadas a teoria vibracional, o
presente modelo requer apenas o conhecimento das expressdes de
energia molecular e das condi¢cdes de Eckart. O método € geral e
também pode ser aplicado as moléculas triatomicas lineares do
tipo ABC e nio lineares do tipo ABA ou moléculas maiores.

A expressdo para a energia cinética molecular, particionada
nas componentes vibracionais, rotacionais e Coriolis em coorde-
nadas Cartesianas, pode ser transformada, pelas relagdes obtidas
no presente trabalho, para uma expressdo similar em coordenadas
normais. Essa abordagem ¢ titil, pois os efeitos da separagdo da
rotacdo e vibrac¢do, com andlise da importancia do termo de Coriolis,
podem ser levados em considerag@o na descrigdo de varios proces-
sos intramoleculares®>.
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