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DIPOLE-DIPOLE OPERATOR IN ANGULAR MOMENTUM BASIS: A COMPLEMENTARY STUDY IN NUCLEAR MAGNETIC
RESONANCE. The relationship between the magnetic dipole-dipole potential energy function and its quantum analogue is presented

in this work. It is assumed the reader is familiar with the classical expression of the dipolar interaction and has basic knowledge of

the quantum mechanics of angular momentum. Except for these two points only elementary steps are involved.
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INTRODUCAO
Motivacao

O presente artigo teve como objetivo principal ser um comple-
mento ao estudo da ressonancia magnética nuclear. A energia poten-
cial gerada pela interacdo entre um dipolo magnético com o campo
magnético criado por um segundo dipolo magnético, interagdo dipolo-
dipolo, transforma-se numa forma bastante util para interpretagio
de efeitos quanticos presentes na ressonincia magnética de sélidos.
A ligagdo entre essas duas formas, uma pertencente ao eletro-mag-
netismo cldssico e a outra a mecanica quantica, nao é 6bvia e as
passagens envolvidas sdo, invariavelmente, abandonadas em livros
e artigos de ressonancia magnética nuclear.

Por exemplo, o tratado de Abragam' somente enuncia o resulta-
do final. Outros seguem o mesmo caminho, como por exemplo nas
referéncias 2, 3 e 4. Alguns autores, como por exemplo na referéncia
5, ndo fornecem a bibliografia em que tal prova possa ser encontrada
e outros a associam como uma alphabetic soup* pois, normalmente,
sdo usadas letras de A a F para se obter a expressdo final. Alguns
autores citam o artigo de van Vleck® como referéncia desse
Hamiltoniano. Nesse artigo a dedug¢do do Hamiltoniano ndo € apre-
sentada.

Entretanto, como o leitor ird perceber, existe uma razao para que
essa prova ndo aparega em livros textos e artigos especificos. A pro-
va é demasiadamente longa para um artigo ou para um livro texto no
assunto. Ter-se-ia, no caso de livros, de se ter um capitulo especifico
para essa prova. Contudo, o aluno que comega a sua leitura, queren-
do entender as passagens envolvidas, fica com a impressdo de que
algo esta faltando no estudo dos principios basicos da ressonancia
magnética nuclear. Obviamente que esse Hamiltoniano foi deduzi-
do, mas ndo ¢ apresentado nos livros e muito menos o caminho para
a sua prova. Pretendeu-se, neste artigo, preencher essa lacuna no
ensino de ressonancia magnética nuclear.

Uma outra maneira da deducio desse Hamiltoniano € também
possivel, mas requer o conhecimento de tensores, coeficientes de
Clebsch-Gordon e o teorema de Wigner-Eckart. Esse tipo de prova
¢ discutida, por exemplo, na referéncia 7. O Hamiltoniano obtido
por esse caminho esconde uma forma ttil e passagens extras de-
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vem ser feitas.

O presente artigo comeca apresentando o pré-requisito para
acompanhar a deducdo apresentada. O leitor deve ter conhecimen-
to da energia potencial entre dois dipolos® e de combinac@o de ope-
radores de momentos angulares.” Somente passagens elementares
sdo requeridas durante o desenvolvimento do artigo.

Base tedrica

A energia potencial, E, gerada pela interacdo entre um dipolo
. L. =4 .
magnético, 7| e o campo magnético, B, criado por um segundo
. — o — u .
dipolo, m ,, € igual a Ep = -m . B,, podendo ser desenvolvida na
forma,®

E _h 3(%1 k’)(%z }é) _ %1 ';’;2
S R’ R’ 1

L. . -
Usando a relagdo entre momento magnético e spin nuclear, [,
desenvolve-se,

W 3(;1 E)(;z Fé) _ ;1 '}2

E, :_E%Yz R I’ )

em que v, € 7, sdo as razOes giro-magnéticas dos nicleos em conside-
ragdo. Essa energia potencial pode ser colocada na forma de operador,

3, -R)I,-R) 1I,-1,
R’ - R’ 3)

2 Ho
H=-——
o 1Yz
Ainda uma expressdo mais util deve ser obtida. Pela definicio

. L . . R
do vetor unitdrio na diregdo radial, n = —, transforma-se o opera-
R

dor em

1:12_4:_;(;3 "{172(3(il'ﬁ)(iz'ﬁ)_i1'fz) )

expressdo que serd usada ao longo do desenvolvimento.
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Momento angular

Assume-se, também, que o leitor tenha conhecimento de 4lge-
bra elementar de momento angular, por exemplo, ter conhecimen-
to das relagdes:’

J,=J, tiJ, )

e, por conseguinte,

5 _J+J

! 2

T =J (6)
j odiod

. 2i

A
em que J representa 0 momento angular.
A forma que os operadores criacdo e aniquilacdo, respectiva-
~ ~ - -~ , ’ . .
mente, J_ e J, atuam na fungio ndo é um pré-requisito para se

entender o presente trabalho, mas € util na interpretagdo do
Hamiltoniano final.

Coordenadas esféricas

Para provar a expressdo desejada usam-se coordenadas esféri-
cas para orientar um momento de dipolo em relacdo ao outro. Um
dos momentos de dipolo terd coordenadas angulares (0,, ¢,) € o
outro, coordenadas (6,, ¢,). A orientagdo de um dipolo em relagio
ao outro terd coordenadas (0, ¢). A situac@o € andloga ao problema
de dois elétrons, no cdlculo da integral de Coulomb,’ Portanto, pode-
se escrever, 71 = senf cos(]); + sen6 senq)j + cosok.

Também

Il
~o

I=1i +IA1y}‘ +1 k

@)

A -

I, =]A2x' "'iz}r;"'[Azzz

Para simplificar a notag@o, o simbolo de operador serd omitido

do operador momento angular. Definindo, C = —4::%%7 se H'= %,

desenvolve-se

H'= 3(le sen6 cosd + 7, senB send + 7/, cose)

X (sz senB cos¢ +7,, senb sen¢ + 7, cose)

-1,1,, +11y12y +1,.1,. (8)
=340, 1, +1,1,, +1,.1,.)

Desenvolvendo o produto, termo A’

A'=1,1, sen’0 cos’ ¢ +1,, 1, sen’ O send cosd
+1,,1,,senb cosb coso +1,,1,, sen” 0 sen® cosd

+1,1,, sen’@sen’ +1,,7,. sen6 cosO send)

1y

©)

+1,.1, senB cosO send + /.1, senB cos cosd

+1,.1,, cos’ 0

Esse termo deverd ser substituido no operador H’, para fornecer
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H'=1,.1,.Bcos’0 =1} I, .1, Bsen®6 cos> ¢ —1)

+1,,1,, (3s¢:n2 Osen’ ¢ — 1)+ 31,1, +1,,1,, (senze sen¢ cosq))
+3(1,,1,. +1,.1,, )senB cosO cosd

+3(IU,IL_ +1.1,, }ene cosO sen¢

~( Iy + 1,0, + 1,

(10)

Operador criacdo e aniquilacio

Para se chegar ao resultado desejado, os operadores /, I para
os dipolos I e 2 devem ser substituidos pelas relagdes (6). Para o
termo [, I, desenvolve-se

_Il++]l— X12++12—

I =
> 2 2

1

Ix

1 (11)
=Z(11+12+ +1, 0, +1.1,, +]1-12-)

As outras expressdes sdo obtidas de forma andloga. Todas essas
relacdes podem ser resumidas na forma

1

Lx

1

1, =Z(Il+12+ +1,1, 11, +11-12—)
1

11x12y =E(I1+12+ —I.1, +1 1, _117[27)

1.1 =%(I]zlz++11212—)

z7 2x
1
IIZIZy :E(IIZIZJr _[1:127)

11 :%(]lez +[l—122)

Ix* 2z

12
] (12)

ly

1
1, =Ii(11+12+ +1,.1, -1 1, _11-12-)

1
1 IZy Z_Z(]th =11, —1_1I, +11-12-)

1y 1+

1
L1, =E(Il+]22 _11—122)

A substituicdo das expressdes (9) e (12) no Hamiltoniano H’,
Equacio (8), resultard em

H'= 11_,122(5(:0529 —1)

+i(1,+12+ +1,0, +1, 1, +1,_I, Y3sen’0 cos’ o —1)
I
—Z([HIH —I, 0, =1 I, +1, I, \3sen’@sen’ o —1)

+3X{%(11+12+ _[H-[Z— +1|712+ —[,7[27)
1

+i.([1+12+ 00, 0 L, -1 T )}@enz 6 sen¢ COS(b)
4i (13)
+ 3[% (I, 1,.+1_1,. )+%(11212+ +1,.1, )jsene cosO cosd

1 1
+ 3(2— (1,1, —1,.1,.)+ ?(Il_,l2+ —1,.1,_ ))sene cos0 sen¢
i i
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Termos semelhantes

Os termos semelhantes devem ser agora agrupados. Por exem-
plo, para os termos que contém 1/47 I,

C‘:%11+127(3$en26c052¢—1+3sen26c052¢—1)
32 32

——sen” 0O send cosh +—sen” O send cosd

i i

= %]lefesenze —2)

14
:%1“12, B(1-cos’0 -2) (19
= %Ihlzfecos2 0-1)
De maneira semelhante desenvolve-se para 1/41 I,
p=Lr1 (sen®6 cos> ¢ —1+3sen’0 cos’ o —1)
4 -7 2+

3 o2 3 a2
—=sen” 0 send cos® +—sen” 0 send cosd

1 1
= ill_lhésenze —2)

15
=illflz+é(l—cos29—2) (1)
= ill_lﬂécos2 0 —1)
Portanto, o Hamiltoniano parcial assume a forma
H'= 1,.1,, (300526 —1)
—%(IHIL +1, 1, M3cos’0 —1)=(C' + D)
+%(IH12+ +Il_12_)(’;sen29 cos” ¢ —1)
—i(]nl2+ =11, X@senze sen” ¢ —1)
+3X{i.([1+12+ _117[27)
4i

1 en® )

+E(11+12+ —1, I, )ilsen 0 sen¢ cosd (16)

1 1
+ 3(5 (I, 1, +1.1,.)+ 5 .1, +1.1, )jsene cos0 cosd

+3(% (1|+122 _]I—IZZ )+2i(11212+ _IIZIZ— ))Sene cos6 send
1

i

Os termos em que I, I, e I 1, estdo presentes reagrupam-se na
+ 2z 1z =2+
forma

1
E'= %IHIZZ sen® cose[cosq) +fsen¢)
i

+%1,:I2+ sen® cose[cosq) +%sen¢)
i

a7

= %(IHIZZ +1,,1,, )sen® cosB exp(—idy)
e pelo mesmo raciocinio, para [, I, e I I,

3 1
F'= 51171ZZ sen® cos0O| cosd —;sen(])

3 1
+=1,.1, sen® cosO| cosd ——send

2 i (18)

= %(117121 +1,,1, )sen® cosB exp(id)

Quim. Nova
A substitui¢do de E’ e F’ fornece um Hamiltoniano parcial
A'=1.1, Bcos’0 —1)

—%([H[} +1, 1, Bcos*0 —1)=(C'+D")

+%(11+122 +1,1,, )sen® cos® exp(~iy) = (E')

+%(117[2_, +1,.1, )sen® cos exp(it) = (F')

+%(11+12+ +1]7127)(356n29 cos ¢ —1)
—%(],JH—Il_lz_ﬁsenzesenzfp—l) (19)
+3% {4%(@12+ -1.1,)

+ 4i (1 =11, )}(Senz 6 seno COS(]))
1

O raciocinio deve ser continuado, restando apenas dois tipos
de termos. Por exemplo o termo /,, [, aparece em quatro lugares e
pode ser reorganizado na forma
1 % 2 2 2 2
G'= le+12+ sen“Bcos"d—1-3sen"Osen” ¢ +1
+ E -2(sen0 sen¢ cos¢ ) }
1
= lIHI2+ 3sen?@ L0520 |32 12C0S20
4 2 2
+ E -2(sen’0 sen¢ cosd )
1
1 2 32
:ZIHI2+ 3sen” 0 cos 20 +?sen 0 sen 20 (20)
3 2 .
= le+12+ sen” 0 (cos 20 —isen2¢)

= %IHI2+ sen” 0 exp(—2i¢)

1+cos2x

~ . o >
Observe que as relagdes trigonométricas, cos” x = 5

1—cos2x

2 . .
sen” x = e exp(ix) = cos x + i sen x foram empregadas. Para

I I, (note a semelhanga com a dedugdo do termo G’) desenvolve-se

I':ill_lz_ﬁsenze cos’® —1—3sen’Osen’ ¢ +1

—%~2@en26 sen(])cosq))}
i
— L1, 13seno OS2 ) 5o 2g( L2C0S20
4 2 2
3 2
—f-2(sen Gsenq)cosq))}
i
1 2 3 2
:ZI"IZ' 3sen 9c052¢—;sen 0 sen 20 21
=%I,,Iz,sen29(c032¢ +isen2d)

e %11,127 sen” 0 exp(2id)

A substitui¢gdo dos termos G’ e I’ fornece o Hamiltoniano
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7[ IZZGcos ¢—1)
—1(11+127 +1, 1, Y3cos’ 0 —1)=(C' +D")
+%(IHIZZ +1,.1,, )sen® cosO exp(—id) = (E')
+ E(Ilflz_" +1,,1,_ )senG cos0 exp(id) = (F')
2 (22)

+ %11+12+ sen’ 0 exp(=2ih) = (G)

+%I]712, sen’0 exp(2ip) = (I')
Retornando com as defini¢des usadas

H = _7'Y1'Y2{I]z[2zécos ¢—1)
_%thz— +1,1,, Beos> o —1)
+%(IA.+IAZZ +IA,ZIA2+ en® cosO exp(—id)
+§Gljz, +1.1, )ene cosO exp(id)
s @3)

+ 31 l . sen” 0 exp(-2id)

IAI, AZ, sen” 0 exp(2id)

b\w EN

que € o resultado desejado. Como enfatizado, somente passagens
elementares foram necessdrias para se estabelecer o operador na
forma final. A relag@o entre a quantidade cléssica, E/ = -m L §2, e
seu correspondente quantico, Equacdo 23, fica, portanto,
estabelecida.

CONCLUSAO

Ao contrdrio da prova do Hamiltoniano (Equagdo 23), as im-
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plicacdes desse Hamiltoniano na base de momento angular sdo dis-
cutidas com clareza nas referéncias citadas. Como exemplo, uma
aplicagdo elegante do operador dipolo-dipolo € na simulagdo de
espectros de alta resolu¢do de moléculas pequenas parcialmente
orientadas em cristais liquidos. O primeiro e segundo termos
acoplam estados com Am = 0, o terceiro e quarto com Am = +1 e o
quinto e sexto termos com Am = *2, em que m € a soma dos
autovalores do momento angular de spin. A intera¢@o dipolar pode
ser entendida como uma pequena perturbagdo na interagdo Zeeman
em que todos os termos na Equacdo 23, exceto os dois primeiros,
apresentam contribui¢des despreziveis. O conhecimento da repre-
sentacdo dos operadores, I, I, e I permite que o Hamiltoniano na
forma (23) seja representado numa base adequada. Efeitos no es-
pectro da ressonancia magnética' ou o estudo da dinamica de spin,
como na referéncia 10, podem ser, por conseguinte, estudados.
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